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金刚石晶格上Ｓ４模型的相变
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摘　要：应用实空间重整化群的方法，研究了金刚石晶格上Ｓ４模型的相变，求得了系统的临界
点．分析可知，本系统只存在Ｇａｕｓｓ不动点而无ＷｉｌｓｏｎＦｉｓｈｅｒ不动点，与金刚石晶格上的
Ｇａｕｓｓ模型相比较，系统具有相同的临界点，表明它们属于同一个普适类．
关键词：金刚石晶格；Ｓ４模型；重整化群
中图分类号：Ｏ４１４．１３　　　文献标识码：Ａ　　　文章编号：０４９０６７５６（２０１８）０６１２６１０４

收稿日期：２０１７０６１４
基金项目：国家自然科学基金（１１６０４００２）；安徽省自然科学基金（１７０８０８５ＭＡ１０，１８０８０８５ＭＡ２０）；安徽高校自然科学重点项目

（ＫＪ２０１８Ａ０３６６，ｇｘｙｑ２０１７０２７）
作者简介：尹训昌（１９７９—），男，汉族，硕士，副教授，主要从事凝聚态物理研究．Ｅｍａｉｌ：ｙｘｃ０２１２＠１６３．ｃｏｍ

犘犺犪狊犲狋狉犪狀狊犻狋犻狅狀狅犳狋犺犲犛４犿狅犱犲犾狅狀犱犻犪犿狅狀犱犾犪狋狋犻犮犲
犢犐犖犡狌狀犆犺犪狀犵，犔犐犝犠犪狀犉犪狀犵，犣犎犝犣狌犛狅狀犵，犕犃犢犲犠犪狀，犠犈犖犑狌狀，犣犎犃犖犌犔犻犎狌犪

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＥｌｅｃｔｒｉｃＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＡｎｑｉｎｇＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ａｎｑｉｎｇ２４６０１１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｒｅａｌｓｐａｃｅｒｅｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｇｒｏｕｐｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｐｈａｓｅｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｏｆＳ４ｍｏｄｅｌｏｎ
ａｄｉａｍｏｎｄｌａｔｔｉｃｅｉｓｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄｉｔｓｃｒｉｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｓａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｏｎｌｙｅｘｉｓｔａ
ＧａｕｓｓｉａｎｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔａｎｄｔｈｅＷｉｌｓｏｎＦｉｓｈｅｒｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｉｓｎｏｔｆｏｕｎｄ．ＣｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅＧａｕｓｓｍｏｄｅｌｏｎａ
ｄｉａｍｏｎｄｌａｔｔｉｃｅ，ｔｈｅｙｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｃｒｉｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｓ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔｔｈｅｔｗｏｓｙｓｔｅｍｓｂｅｌｏｎｇｔｏ
ｔｈｅｓａｍｅｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙｃｌａｓｓ．
犓犲狔狑狅狉犱狊：Ｄｉａｍｏｎｄｌａｔｔｉｃｅ；Ｓ４ｍｏｄｅ；Ｒｅｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｇｒｏｕｐ

１　引　言
相变在自然界中广泛存在，像熟知的水的三态

转变就属于相变范畴，自旋模型的相变一直是凝聚
态物理中的一个重要分支．以自旋取值作为分类
依据，自旋模型可分为离散型和连续型两大类．离
散型只能取一些离散数值，如Ｉｓｉｎｇ模型和Ｐｏｔｔｓ
模型，而Ｓ４模型和Ｇａｕｓｓ模型则属于连续模型，它
们的自旋可以在整个实数空间连续取值．最初相
变的研究主要集中在具有平移对称晶格上，此晶格
具有平移对称性．随着研究的深入，人们对分形维
数可以取非整数的分形晶格产生了浓厚的兴趣．
上世纪八十年代，Ｇｅｆｅｎ等开创性的讨论了几种简
单分形上离散模型的相变，得到了一些有意义的结

果［１４］．从此以后，分形晶格上的相变问题成了一
个研究热点，人们持续关注这一热点并得到了一系
列有趣的结论［５１７］．１９９９年，Ｋｏｎｇ等［７］讨论了金
刚石晶格上Ｇａｕｓｓ模型的相变，由递推关系求得
了系统的临界点．与只能取有限值的离散模型相
比较，Ｓ４模型和Ｇａｕｓｓ模型的自旋都可以连续取
值．与Ｇａｕｓｓ模型相对比，Ｓ４模型具有极大的优越
性，即多了一个四次方项相互作用参数，它在研究
相变问题时起着决定性的作用，Ｓ４模型更接近自然
界中的真实系统．因此，讨论Ｓ４模型的相变可以更
好的理解自然界中的相变．迄今为止，金刚石晶格
上Ｓ４模型的相变还未见报道．本文应用累积展开
和实空间重整花群的方法，我们研究了金刚石晶格
上Ｓ４模型的相变，得到了系统的递推关系和临界点．
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２　金刚石晶格和犛４模型
金刚石晶格的构建过程如图１所示．该晶格

通过迭代过程产生，基本单元（即狀＝０级）是由两
个格点和一个键组成的晶格，再用六个基本单元构
造一个生成元（即狀＝１级），然后生成元的每一个
键再替换为生成元本身，这样的步骤重复无穷多
次，最后就得到金刚石晶格．该晶格是有代表性的
非均匀分形，即格点的配位数因格点的位置不同而
不同．它的分形维数为犱犳＝ｌｎ６／ｌｎ３＝１．６３１．

图１　金刚石晶格的构造过程
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｄｉａｍｏｎｄｌａｔｔｉｃｅ
金刚石晶格上Ｓ４模型的有效的哈密顿量
犎＝犓∑〈犻犼〉狊犻狊犼－∑犻犫犻２狊２犻－∑犻狌犻狊４犻 （１）

其中，犓为两个自旋狊犻和狊犼之间的约化相互作用
参量，格点狊犻上的Ｇａｕｓｓ分布常数用犫犻表示，狌犻用
来表示四次方项的相互作用参数．为了求解该晶
格上的相变，假设Ｇａｕｓｓ分布常数和四次方项的
相互作用参数与格点的配位数有关，即满足
犫犻／犫犼＝狌犻／狌犼＝狇犻／狇犼 （２）

３　重整化群的变换过程
为了便于描述，取生成元来展示重整化群过

程．图２（Ⅰ）为金刚石晶格的生成元，格点的位置
分别用不同的字母和数字来表示，每个格点的配位
数与格点的位置密切有关．分析可知，狇犪＝２狀，狇犫＝
４，狇１＝狇１′＝狇２＝狇２′＝２．由（１）式，此生成元的有效
哈密顿量为

图２　金刚石晶格的重整化群过程
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｇｒｏｕｐｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆ

ｄｉａｍｏｎｄｌａｔｔｉｃｅ
犎＝犎０＋犞 （３）

其中
犎０＝犓∑

２

犻＝１
（狊犻狊′犻＋狊犪狊犻＋狊犫狊′犻）－犫２２∑

２

犻＝１
（狊２犻＋

　狊′　２犻′）－犫２狀２
狊２犪
２狀－１－

犫４
２
狊２犫
２－狌２狀

狊４犪
２狀－１－狌４

狊４犫
２
（４）

犞＝－狌２∑
２

犻＝１
（狊４犻＋狊′　４犻） （５）

为了区分，用狊′犪，狊′犫来分别表示图２（Ⅱ）中格
点位置犪%

和犫%

上的自旋，经过重整化群变换消去
内部格点后图２（Ⅰ）变为图２（Ⅱ），此过程表示为

∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２ｅｘｐ（犎）＝犘ｅｘｐ（犎′）（６）
其中犘表示与格点自旋无关的重整化常数，犎′表
示变换后的有效哈密顿量．

为了便于计算，把有效哈密顿量分成犎０和犞
两部分，把犞作为犎０的微扰项进行计算．由正则
系统配分函数的定义得到
犣＝∫!

－!

犱狊犪犱狊犫∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０＋犞 （７）
定义部分迹

（犘犜）＝∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０＋犞 （８）
上式改写为

（犘犜）＝

　∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０∫
!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０＋犞

∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０

　＝∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０〈犲犞〉０ （９）
其中

〈…〉０＝∫
!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２（…）犲犎０

∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０
（１０）

称（１０）式为累积平均．
由于犞是个很小的微扰，进行级数展开为
〈犲犞〉０＝犲〈犞〉０＋１／（）２（〈犞２〉０－〈犞〉２０）＋… （１１）

把（１１）式代入（９）式得
（犘犜）＝

∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０犲〈犞〉０＋１／（）２（〈犞２〉０－〈犞〉２０）＋…

（１２）
约去内部自旋狊１，狊２，狊′１和狊′２后，系统的有效的哈
密顿量改写为
犎′＝ｌｎ（犘犜）＝犎′０＋〈犞〉０＋１２（〈犞

２〉０－〈犞〉２０）
（１３）

２６２１
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由（１２）式可得
犎′０＝ｌｎ（∫!

－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０）＝犽１１狊犪狊犫
　＋犽１２（狊２犪＋狊２犫）＋犽１３（狊４犪＋狊４犫） （１４）

其中
犽１１＝２犓

３

犫２２－犓２

犽１２＝２犫２（犫
２２－３犓２）

４（犓２－犫２２）
犽１３＝－狌２

由（５）和（１０）式，可知
〈犞〉０＝∫

!－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２（…）犲犎０
∫!－!

犱狊１犱狊２犱狊′１犱狊′２犲犎０ ＝犽２１狊犪狊犫
　＋犽２２（狊２犪＋狊２犫）＋犽２３（狊４犪＋狊４犫） （１５）

其中
犽２１＝－４８犫２犓

３（犫２２－犫２犓）狌２（犫２－犓）４（犫２＋犓）３

犽２２＝－１２犓
２（犫２２－犫２犓）（犫２２＋犓２）狌２（犫２－犓）４（犫２＋犓）３

犽２３＝－２犓
４（犫４２＋犓４）狌２（犫２２－犓２）４

通过（５）、（１０）和（１５）式，得到
１
２（〈犞

２〉－〈犞〉２０）＝犽３１狊犪狊犫＋犽３２（狊２犪＋狊２犫）
　＋犽３３（狊４犪＋狊４犫） （１６）

上式中
犽３１＝９６犓３（１９犫６２－３８犫５２犓＋３０犫４２犓２－２２犫３２犓３
　＋１３犫２２犓４－４犫２犓５＋２犓６）狌２２／［（犫２－犓）７
　（犫２＋犓）５］
犽３２＝４８犓２（８犫７２－１６犫６２犓＋２５犫５２犓２－３４犫４２犓３
　＋２４犫３２犓４－１４犫２２犓５＋７犫２犓６）狌２２／
　［（犫２－犓）７（犫２＋犓）５］
犽３３＝２４犫２犓４（７犫６２－７犫５２犓＋４犫４２犓２－４犫３２犓３
　＋１７犫２２犓４－１７犫２犓５）狌２２／［（犫２－犓）７
　（犫２＋犓）５）］

根据式（１３～１６），得到经过重整化群变换后系统的
有效的哈密顿量
犎′＝（犽１１＋犽２１＋犽３１）狊犪狊犫＋（犽１２＋犽２２＋犽３２）
　（狊２犪＋狊２犫）＋（犽１３＋犽２３＋犽３３）×（狊４犪＋狊４犫）

（１７）
为了保证重整化群变换前后的哈密顿量表达

式一致，对自旋进行重新标度，令狊′犻＝ξ狊犻（犻＝犪，犫），
自旋重标后系统的哈密顿量改写为
犎′＝犓′狊′犪狊′犫－犫２狀－１２

狊２犪
２狀－１－

犫２
２
狊２犫
２－

　狌′２狀－１狊
４犪
２狀－１－狌′２

狊４犫
２ （１８）

上式中

ξ＝－４犫２（犽１２＋犽２２＋犽３２槡 ） （１９）
犓′＝（犽１１＋犽２１＋犽３１）／ξ２ （２０）
狌′＝－２（犽１３＋犽２３＋犽３３）／ξ４ （２１）

（２０）和（２１）式称为重整化群的递推关系．
４　结　论

由递推关系，求得系统的临界点为（犓＝犫２／
２，狌２＝０）．根据重整化群变换理论，得到关联长
度的临界指数ν＝０．５．以前的工作表明，Ｓ４模型一
般存在两个不动点，一个为Ｇａｕｓｓ不动点外，另外
一个为ＷｉｌｓｏｎＦｉｓｈｅｒ不动点，且ＷｉｌｓｏｎＦｉｓｈｅｒ不
动点对系统的临界特性有决定性的作用．但是，本
文所研究的金刚石晶格上的Ｓ４模型出现了一个有
趣的结果，即只存在一个Ｇａｕｓｓ不动点，而并没有
ＷｉｌｓｏｎＦｉｓｈｅｒ不动点．究其原因是该晶格的分形
维数犱犳＝１．６３１〈２，进一步验证了只要分形维数小
于２系统只有Ｇａｕｓｓ不动点而无ＷｉｌｓｏｎＦｉｓｈｅｒ不
动点的结论．结果表明，金刚石晶格上的Ｓ４模型和
该晶格上的Ｇａｕｓｓ模型的具有相同的临界点，表
明它们属于一个普适类．分析可知，金刚石晶格上
的Ｓ４模型和Ｉｓｉｎｇ模型具有不同的临界点，属于不
同的普适类，但如果我们取合适的参数即犫＝－４狌
时，Ｓ４模型和Ｉｓｉｎｇ模型又属于同一个普适类．
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