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非经典扩散方程的时间依赖强全局吸引子的存在性
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摘　要：本文在具有光滑边界Ω的有界域Ω犚３上研究非经典扩散方程狌ｔ－ε（狋）Δ狌ｔ－Δ狌
＋λ狌＝犳（狌）＋犵（狓）并在强拓扑空间中讨论了该问题解的长时行为．所用方法基于Ｍｅｎｇ和
Ｌｉｕ引入并证明的时间依赖全局吸引子存在性的充分条件．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ狌狋－ε（狋）Δ狌狋－Δ狌＋λ狌＝犳（狌）＋犵（狓）ｏｎ
ｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎΩ犚３ｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈｂｏｕｎｄａｒｙΩ，ｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｌｏｎｇｔｉｍｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｉｓ
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ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄａｎｄｐｒｏｖｅｄｂｙＭｅｎｇａｎｄＬｉｕ．
犓犲狔狑狅狉犱狊：Ｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ；Ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ；Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ
（２０１０ＭＳＣ３５Ｂ２５，３７Ｌ３０，４５Ｋ０５）

１　犐狀狋狉狅犱狌犮狋犻狅狀
ＬｅｔΩ犚３ｂｅａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈ

ｂｏｕｎｄａｒｙΩ．Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｎｃｌａｓ
ｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

狌狋－ε（狋）Δ狌狋－Δ狌＋λ狌＝犳（狌）＋犵（狓），狓∈Ω，
狌Ω＝０，狋≥τ，　　　　　　　　　　　（１）
狌（狓，τ）＝狌τ（狓），狓∈
烅
烄

烆 Ω
ｗｈｅｒｅλ＞０，τ∈犚ａｎｄ犵∈犔２（Ω）．Ｌｅｔε（狋）ｂｅａｄｅ
ｃｒｅａｓｉｎｇｂｏｕｎｄｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

ｌｉｍ狋→＋!

ε（狋）＝０ （２）
Ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ犳∈犆１（犚）ｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇｇｒｏｗｔｈｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｌｉｍｓｕｐ狘狊狘→!

犳（狊）
狊＜λ１，狊∈犚 （３）

犳′（狊）≤犆（１＋狘狊狘４），狊∈犚 （４）
ａｎｄ

犳（狊）≤犆（１＋狘狊狘ｒ），狊∈犚 （５）
ｗｈｅｒｅλ１ｉｓｔｈｅｆｉｒｓｔｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆ－Δｉｎ犎２（Ω）
∩犎１０（Ω），犆ｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔ．
Ｔｈｅｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎａｒｉｓｅｓａｓ

ａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｔｏｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌ
ｐｈｅｎｏｍｅｎａｅｓ，ｓｕｃｈａｓｎｏｎＮｅｗｔｏｎｉａｎｆｌｏｗｓ，ｓｏｌｉｄ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，ａｎｄｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ［１３］．
Ｓｉｎｃｅ（１）ｃｏｎｔａｉｎｓｔｈｅｔｅｒｍ－ε（狋）Δ狌狋，ｉｔｉｓ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｔｈｅｕｓｕａｌｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａ
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ｔｉｏｎ（ε（狋）＝０）．Ｆｏｒｉｎｓｔａｎｃｅ，ｔｈｅｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｈａｖｅｓｏｍｅｓｍｏｏｔｈｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｙ：ａｌ
ｔｈｏｕｇｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａｔａｏｎｌｙｂｅｌｏｎｇｓｔｏａｗｅａｋｅｒ
ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｐａｃｅ，ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｌｌｂｅｌｏｎｇｔｏａ
ｓｔｒｏｎｇｅｒｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｐａｃｅｗｉｔｈｔｈｅｈｉｇｈｅｒｒｅｇｕ
ｌａｒｉｔｙ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｃａｎｎｏｔｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｔｓｄｙ
ｎａｍｉｃｓｉｎｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｓｅｍｉｇｒｏｕｐｆｒａｍｅｗｏｒｋｂｅ
ｃａｕｓｅｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔε（狋）ｏｆ－Δ狌狋ｄｅｐｅｎｄｓｏｎｔｈｅ
ｔｉｍｅ狋，ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｃｏｍｐｌｅｘ．

Ｗｈｅｎε（狋）ｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔ，ｔｈｅｌｏｎｇ
ｔｉｍｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆ
ｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｈａｓｂｅｅｎｅｘｔｅｎｓｉｖｅｌｙｓｔｕｄｉｅｄｂｙ
ｓｅｖｅｒａｌａｕｔｈｏｒｓ［４１０］．ｗｈｅｎε（狋）＝１ａｎｄλ＝０，Ｘｉ
ａｏ［４］ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｔｈｅｐｒｏｂ
ｌｅｍ（１）ｉｎΗ１０（Ω）ｆｏｒ犵∈犔２（Ω）．Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，Ｘｉｅ犲狋
犪犾．［１０］ｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｎ
ｕｎｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎｗｈｅｎｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅａｒｂｉｔｒａｒｙｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｇｒｏｗｔｈ．

Ｗｈｅｎε（狋）ｄｅｐｅｎｄｓｏｎｔｉｍｅ狋，Ｄｉｎｇａｎｄ
Ｌｉｕ［１１］ｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒ（１）ｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅΗ１０（Ω），ｉｎ
ｗｈｉｃｈｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｓａｔｉｓｆｉｅｓ（３）ａｎｄｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

狘犳′（狊）狘≤犆（１＋狘狊狘２），狊∈犚 （６）
Ｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓａｎｄｔｈｅｆｕｒｔｈｅｒｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｏｆ狌狋
ｈａｖｅｂｅｅｎｏｂｔａｉｎｅｄｉｎＲｅｆ．［１２］．Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ，
Ｍａ犲狋犪犾．［１３］ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｒｅｇｕ
ｌａｒｉｔｙａｓｗｅｌｌａｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｉｍｅｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔａｔｔｒａｃｔｏｒｗｉｔｈｌｏｗｅｒｆｏｒｃｉｎｇｔｅｒｍ．
Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｗｉｌｌｔａｋｅａｄｖａｎｔａｇｅｏｆｔｈｅ

ｍｅｔｈｏｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍＲｅｆｓ．［１４～１６］ｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅ
ｅｘｉｓｔｅｃｅｏｆｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓｉｎａ
ｓｔｒｏｎｇＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅ，ｗｈｉｃｈｈａｓｂｅｅｎｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ
ｂｙＭｅｎｇａｎｄＬｉｕ［１７］．Ｗｅｅｘｔｅｎｄａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓｏｆＲｅｆ．［１３］．

Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，ｗｅｃｈｏｏｓｅ犆ａｓｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔｗｈｉｃｈｍａｙｂｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｌｉｎｅｔｏｌｉｎｅ
ｏｒｉｎｔｈｅｓａｍｅｌｉｎｅｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｏｕｒｐａｐｅｒ．
２　犘狉犲犾犻犿犻狀犪狉犻犲狊

Ｗｅｗｒｉｔｅ犎＝犔２（Ω）ａｎｄ犞＝犎１０（Ω），ｔｈｅｓｃａ
ｌａｒｐｒｏｄｕｃｔｓａｎｄｎｏｒｍｓｏｎ犎ａｎｄ犞ａｒｅｄｅｎｏｔｅｄ
ｂｙ（·，·），｜·｜ａｎｄ（（·，·）），‖·‖，ｒｅｓｐｅｃ

ｔｉｖｅｌｙ．Ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅ
ｔｈｅｆａｍｉｌｙｏｆＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅｓ犐狊＝犇（犃狊／２），狊∈犚，
ｗｉｔｈｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｓａｎｄｎｏｒｍｓ，ｒｅ
ｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，

（·，·）犇（犃狊／２）＝（犃狊／２·，犃狊／２·），
‖·‖犇（犃狊／２）＝‖犃狊／２·‖．

Ｔｈｅｎ，ｆｏｒ狋∈犚ａｎｄ－１≤狊≤１，ｌｅｔ犐狊狋＝犐狊＋１，ｅｎｄｏｗｅｄ
ｗｉｔｈｔｈｅｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｎｏｒｍ

‖狌‖２犐狊狋＝‖狌‖２狊＋ε（狋）‖狌‖２狊＋１．
Ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ，犎＝犐０＝犔２（Ω），犞＝犐１＝犎１０（Ω），犇（犃）
＝犐２＝Η１０（Ω）∩Η２（Ω）．
犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．１（Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（犆狋））［１７］　Ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ

犝（狋，τ）ｉｓｓａｉｄｔｏｓａｔｉｓｆｙＣｏｎｄｉｔｉｏｎ（犆狋）ｉｎｔｉｍｅ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｐａｃｅｉｆｆｏｒａｎｙｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔ犅τｏｆ犡τ
ａｎｄｆｏｒａｎｙζ＞０ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓτζ＜狋ａｎｄａｆｉｎｉｔｅｄｉ
ｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｕｂｓｐａｃｅ犡′狋ｏｆ犡狋，ｓｕｃｈｔｈａｔ｛‖犘犝（狋，
τ）犅τ‖｝ｉｓｂｏｕｎｄｅｄａｎｄ

‖（犐－犘）犝（狋，τ）狓‖犡狋＜ζ，τ≤τζ，狓∈犅τ，
ｗｈｅｒｅ犘：犡狋→犡′狋ｉｓａｂｏｕｎｄｅｄｐｒｏｊｅｃｔｏｒ．
犜犺犲狅狉犲犿２．２［１７］　Ｌｅｔ犝（狋，τ）ｂｅａｐｒｏｃｅｓｓｉｎ

ａｆａｍｉｌｙｏｆＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ犡｛｝狋狋∈犚．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓ
ａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ犃＝犃｛｝狋狋∈犚ｆｏｒ
犝（·，·）ｉｎ犡狋ｉｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄ：

（ｉ）犝（狋，τ）ｈａｓａｐｕｌｌｂａｃｋａｂｓｏｒｂｉｎｇｆａｍｉｌｙ犅
＝犅｛｝狋狋∈犚；
（ｉｉ）犝（狋，τ）ｉｓＣｏｎｄｉｔｉｏｎ（犆狋）．
Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓ，ｗｅｎｅｅｄ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓａｂｏｕｔｔｈｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒ犳．Ｉｔｃａｎｂｅｅａｓｉｌｙｐｒｏｖｅｄａｃ
ｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（２）～（５），ｓｏｗｅｏｍｉｔｉｔ．

犔犲犿犿犪２．３　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ犳∈犆１（犚，犚）ｗｉｔｈ
（５）ａｎｄｌｅｔ犳：犇（犃）→犞ｂｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

（（犳（狌），狏））＝∫Ω犳′（狌）"狌"狏ｄ狓，狌∈犇（犃），
　狏∈犞，

Ｔｈｅｎ犳ｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｃｏｍｐａｃｔ．
犔犲犿犿犪２．４［１８］　ＬｅｔΦ，狉１，狉２ｂｅｎｏｎｎｅｇａ

ｔｉｖｅ，ｌｏｃａｌｌｙｓｕｍｍａｂｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｎ［τ，＋!

），τ∈犚，
ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

ｄ
ｄ狋Φ（狋）＋犪Φ（狋）≤狉１（狋）
　＋狉２（狋）Φ１－犫（狋），狋∈［τ，＋!

）
ｆｏｒ犪＞０ａｎｄ０＜犫＜１．Ａｓｓｕｍｅａｌｓｏｔｈａｔ

犿犼＝ｓｕｐ狋≥τ∫狋＋１狋狉犼（狔）ｄ狔＜!

，犼＝１，２，
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ｔｈｅｎ
Φ（狋）≤１犫Φ（τ）ｅ

－犪（狋－τ）＋１犫犿１犆（犪）
　＋［犿２犆（犪犫）］１／犫，狋∈［τ，＋!

），
ｗｈｅｒｅ犆（ν）＝ｅν

１－ｅ－ν．

３　犕犪犻狀狉犲狊狌犾狋狊
犔犲犿犿犪３．１［１２，１３］　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（２）～（５）

ｈｏｌｄ．Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ狌τ∈犐τａｎｄａｎｙ犜＞
τ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎ狌ｏｆ（１）ｓｕｃｈｔｈａｔ
狌∈犆（［τ，犜］；犐狋）．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｉｆ狌τ∈犐１τ，ｔｈｅｎ狌
ｓａｔｉｓｆｉｅｓ狌∈犆（［τ，犜］；犐１狋），ａｎｄｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｄｅ
ｐｅｎｄｓｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａｔａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙｉｎ犐１狋．
ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＬｅｍｍａ３．１ｔｈａｔａｆａｍｉｌｙｏｆｍａｐｓ

犝（狋，τ）：犐τ→犐狋ａｃｔｉｎｇａｓ犝（狋，τ）狌τ＝狌（狋）ｄｅｆｉｎｅａ
ｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｐｒｏｃｅｓｓｏｎａｆａｍｉｌｙｏｆｓｐａｃｅｓ犐１狋．

犔犲犿犿犪３．２［１３］　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（２）～（４）ｈｏｌｄ．
Ｌｅｔ犝（狋，τ）狌τｂｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）ｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌ
ｖａｌｕｅ狌τ∈犐τ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎ
ｓｔａｎｔ犓，ｓｕｃｈｔｈａｔ
λ‖狌（狋）‖２＋（１＋ε（狋））‖狌（狋）‖２１≤犓，
　τ≤狋－狋０ （７）
犔犲犿犿犪３．３　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（２），（３）ａｎｄ（５）

ｈｏｌｄ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｂｓｏｒｂｉ
ｎｇｓｅｔ犅＝｛犅狋（ρ１）｝狋∈犚ｉｎ犐１狋ｆｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犝（狋，τ）
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１）．

犘狉狅狅犳　Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ｂｙ２犃狌
ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｎΩ，ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔ

ｄ
ｄ狋［‖狌‖２１＋ε（狋）‖狌‖２２］－ε′（狋）‖狌‖２２＋
　２‖狌‖２２＋２λ‖狌‖２１＝
　（犳（狌），２犃狌）＋（犵（狓），２犃狌） （８）

ＲｅｃａｌｌｉｎｇｔｈｅＳｏｂｏｌｅｖｅｍｂｅｄｉｎｇΗ６／５→犔２狉（狉＜５）
ａｎｄｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

‖狌‖Η６／５≤犆‖狌‖４／５１‖狌‖１／５２，
ｆｏｒａｌｌ狌∈犐１狋ａｎｄｃｏｍｂｉｎｉｎｇｗｉｔｈ（５）ａｎｄ（７），ｗｅｈａｖｅ

｜（犳（狌），２犃狌）｜≤２∫Ω
犆（１＋｜狌｜狉）犃狌ｄ狓≤

　犆（１＋‖狌‖２狉／５２）＋１２‖狌‖２２ （９）
Ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（８）～（９），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

ｄ
ｄ狋［‖狌‖２１＋ε（狋）‖狌‖２２］＋
　（１－ε′（狋））‖狌‖２２＋２λ‖狌‖２１≤
　犆＋２‖犵‖２＋犆‖狌‖２狉／５２．

Ｄｕｅｔｏｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｏｆε（狋）ａｎｄ（２），ｔｈｅｒｅｅｘ

ｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔＬｓｕｃｈｔｈａｔε（狋）≤犔，ａｎｄ
ｔｈｅｎｉｔｌｅａｄｓｔｏ

（１－ε′（狋））‖狌‖２２≥‖狌‖２１≥ε（狋）犔‖狌‖２１（１０）
Ｌｅｔ狔（狋）＝‖狌‖２１＋ε（狋）‖狌‖２２ａｎｄｃｈｏｏｓｅα１

＝ｍｉｎ｛１犔，２λ｝ｗｉｔｈ犔，λ＞０．Ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎ
ｄ
ｄ狋狔（狋）＋α１狔（狋）≤犆＋２‖犵‖２＋
　犆狔２狉／５（狋），狋≥狋０．

ＢｙＬｅｍｍａ２．４，ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔ
狔（狋）≤５５－狉狔（狋０）ｅ

－α１（狋－狋０）＋犓１，狋≥狋０，
ｗｈｅｒｅ
犓１＝５５－狉（犆＋２‖犵‖２）犿（α１）＋

　［犆犿（α１（５－狉）５）］５／（５－狉）．
Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅ

‖狌（狋）‖２１＋ε（狋）‖狌（狋）‖２２≤
　５
５－狉［‖狌（狋０）‖２１＋
　ε（狋０）‖狌（狋０）‖２２］ｅ－α１（狋－狋０）＋犓１．

Ｓｏ
犅＝｛狌∈犅狋（ρ１）：‖狌（狋）‖２１＋ε（狋）‖狌（狋）‖２２≤ρ１｝

ｉｓａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｂｓｏｒｂｉｎｇｓｅｔｉｎ犐１狋．
犜犺犲狅狉犲犿３．４　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（２）～（３）ａｎｄ（５）

ｈｏｌｄ，ｔｈｅｎｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犝（狋，τ）：犐１τ→犐１狋ｇｅｎｅｒａｔｅｄ
ｂｙｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｓａｔｉｓｆｉｅｓＣｏｎｄｉｔｉｏｎ犆（）狋ｉｎ犐１狋．

犘狉狅狅犳　Ｌｅｔω｛｝犽!犽＝１ｂｅａｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｂａｓｉｓｏｆ
犐１狋ｗｈｉｃｈｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆ犃＝－Δ．Ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓａｒｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙ０＜λ１≤
λ２≤λ３≤…λ犼≤…，λ犼→!　ｗｉｔｈ犃ω犽＝λ犽ω犽，犽∈犖．
Ｌｅｔ犞犿＝ｓｐａｎ｛ω１，…，ω犿｝ｉｎ犞ａｎｄｌｅｔ犘犿：犞→犞犿
ｂｅａｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｐｒｏｊｅｃｔｏｒ．Ｗｅｗｒｉｔｅ
狌＝犘犿狌＋（犐－犘犿）狌＝狌１＋狌２．

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ｂｙ２犃狌２ａｎｄｉｎ
ｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｎΩ，ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔ

ｄ
ｄ狋［‖狌２‖２１＋ε（狋）‖狌２‖２２］－
　ε′（狋）‖狌２‖２２＋２‖狌２‖２２＋２λ‖狌２‖２１＝
　（犳（狌），２犃狌２）＋（犵（狓），２犃狌２） （１１）

Ｓｉｎｃｅ犵∈犔２（Ω）ａｎｄ犳：犇（犃）→Ｖｉｓｃｏｍｐａｃｔ，
ｆｒｏｍＬｅｍｍａ２．３，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｓｏｍｅ犿ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｆｏｒａｎｙη＞０，

‖（犐－犘犿）犵‖≤η２，‖（犐－犘犿）犳‖≤η２．
Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｗｉｔｈ（１０），（１１），ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔ
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ｄ
ｄ狋［‖狌２‖２１＋ε（狋）‖狌２‖２２］＋α２（‖狌２‖２１＋
　ε（狋）‖狌２‖２２）≤犆η２，

ｗｈｅｒｅα２＝ｍｉｎ｛１犔，２λ｝ｗｉｔｈ犔，λ＞０．Ｂｙｔｈｅ
ＧｒｏｎｗａｌｌＬｅｍｍａ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

‖狌２‖２１＋ε（狋）‖狌２‖２２≤
　（‖狌２（狋１）‖２１＋ε（狋１）‖狌２（狋１）‖２２）ｅ－α２（狋－狋１）＋
　犓２，狋≥狋１ （１２）

ｗｈｅｒｅ犓２＝犆η
２

α２．Ｔａｋｉｎｇ

狋２＝狋１＋１α２犾狀（α２ρ１／犆η
２），

ｆｒｏｍＬｅｍｍａ３．２ａｎｄ（１２），ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔ
‖狌‖２１＋ε（狋）‖狌‖２２≤犆（１＋１α２）η

２，狋≥狋２．
Ｔｈｕｓｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犝（狋，τ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（犆狋）．

犜犺犲狅狉犲犿３．５　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
（２）～（５）ｈｏｌｄ，ｔｈｅｎｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犝（狋，τ）：犐１τ→犐１狋
ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｈａｓａｉｎｖａｒｉａｎｔ
ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ犃＝犃｛｝狋狋∈犚．

犘狉狅狅犳　Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｌｅｍｍａ３．３ａｎｄＴｈｅｏ
ｒｅｍ３．４ｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅ
ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ犃＝犃｛｝狋狋∈犚．Ｔｈｅ
ｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．
犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊：
［１］　ＡｉｆａｎｔｉｓＥＣ．Ｏｎｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｄｉｆｆｕｓｉｏｎｉｎｓｏｌｉｄｓ

［Ｊ］．ＡｃｔａＭｅｃｈ，１９８０，３７：２６５．
［２］　ＫｕｔｔｌｅｒＫ，ＡｉｆａｎｔｉｓＥＣ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ

ｉｎｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．ＱＡｐｐｌＭａｔｈ，１９８７，
４５：５４９．

［３］　ＬｉｏｎｓＪＬ，ＭａｇｅｎｅｓＥ．Ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｂｏｕｎｄａｒｙ
ｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７２．

［４］　ＸｉａｏＹＬ．Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒａｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＡｐｐｌＳｉｎ：ＥｎｇｌＳｅｒ，２００２，１８：２７３．

［５］　ＳｕｎＣＹ，ＷａｎｇＳＹ，ＺｈｏｎｇＣＫ．Ｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓ
ｆｏｒａｎｏｎｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈ
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