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摘　要：本文对带有齐次边界条件的ＲｏｓｅｎａｕＫｄＶＲＬＷ方程的初边值问题进行了数值研
究，提出了一个具有二阶理论精度的三层线性化差分格式，证明了差分解的存在唯一性．尽管
无法得到差分解的最大模估计，本文仍然综合运用数学归纳法和离散泛函分析方法证明了该
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１　引　言
本文考虑如下ＲｏｓｅｎａｕＫｄＶＲＬＷ方程［１４］

的初边值问题：
狌狋－狌狓狓狋＋狌狓狓狓狓狋＋狌狓＋狌狓狓狓＋狌狌狓＝０，
　狓∈（狓犔，狓犚），狋∈（０，犜］ （１）
狌（狓，０）＝狌０（狓），狓∈［狓犔，狓犚］ （２）
狌（狓犔，狋）＝狌（狓犚，狋）＝０，
狌狓狓（狓犔，狋）＝狌狓狓（狓犚，狋）＝０，狋∈［０，犜］，（３）

其中狌０（狓）是一个已知的光滑函数．方程（１）是
ＲｏｓｅｎａｕＫｄＶ方程［５］和ＲｏｓｅｎａｕＲＬＷ方程［６，７］的

推广．因其能够描述大量物理现象，该方程在许多
工程物理领域（如流体力学、等离子物理学等）有广
泛应用［５１１］．而且，由于这些方程都少有解析解，所
以研究其数值解就很有理论价值和应用价值．

由于非线性差分格式在计算过程中不可避免
地需要迭代，需要耗费大量的计算时间，所以构造
线性化的差分格式是数值研究领域中的一件有意
义的工作．文献［８，９］对方程（１）时进行了数值研
究，分别提出了拟紧致线性格式和加权线性格式．
文献［１０，１１］又进一步对方程（１）的广义形式进行
了数值研究．本文对问题（１）～（３）提出一个新的具
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有二阶理论精度的三层线性化差分格式．在不能得
到其差分解的最大模估计的情况下，我们综合运用
数学归纳法和离散泛函分析方法直接证明了该格
式的收敛性和稳定性，并给出了数值算例．
２　差分格式及其可解性

对区域狓犔，狓［ ］犚×０，［］犜作网格剖分：取空间
步长犺＝狓犔－狓犚犑，时间步长为τ，狓犼＝狓犔＋犼犺

０≤犼≤（ ）犑，狋狀＝狀τ（狀＝０，１，２，…，犖，犖＝犜［］τ）．
记狌狀犼＝狌狓犼，狋（ ）狀，犝狀犼≈狌狓犼，狋（ ）狀和犣０犺＝
｛犝＝（犝犼）犝－１＝犝０＝犝犑＝犝犑＋１＝０，犼＝－１，０，…，
犑，犑＋１｝．用犆表示与τ和犺无关的一般正常数（即
在不同地方可以有不同的取值），并定义如下记号：

（犝狀犼）狓＝犝
狀犼＋１－犝狀犼
犺 ，（犝狀犼）珔狓＝犝

狀犼－犝狀犼－１
犺 ，

（犝狀犼）^狓＝犝
狀犼＋１－犝狀犼－１
２犺 ，（犝狀犼）狋＝犝

狀＋１犼 －犝狀犼
τ ，

犝狀＋１２犼 ＝犝狀＋１犼 ＋犝狀犼
２ ，〈犝狀，犞狀〉＝犺∑犑－１犼＝１

犝狀犼犞狀犼，
‖犝狀‖２＝〈犝狀，犝狀〉，‖犝狀‖

!

＝ｍａｘ１≤犼≤犑－１
犝狀犼．

于是可对问题（１）～（３）考虑如下有限差分格式：
犝狀（）犼狋－犝狀（）犼狓珔狓狋＋犝狀（）犼狓狓珔狓珔狓狋＋犝狀＋１２（ ）犼 狓^

　＋犝狀＋１２（ ）犼 狓珔狓^狓＋３
２犝

狀犼－１２犝
狀－１（ ）犼

　犝狀＋１２（ ）犼 狓^＝０ （４）
犝０犼＝狌０狓（）犼，犼＝１，２，…，犑 （５）
犝狀∈犣０犺，犝狀（）０狓珔狓＝犝狀（）犑狓珔狓＝０，
　狀＝１，２，…，犖 （６）
定理２．１　若时间步长τ充分小，则差分格式

（４）～（６）是唯一可解的．
证明　数学归纳法．显然，犝０是由初值条件

（５）式唯一确定的．用两层差分格式［１１］可计算出
犝１（即犝０和犝１是被唯一确定的）．

假设犝狀（狀≤犖－１）是唯一可解的．则
‖犝狀－１‖

!

≤犆，‖犝狀‖
!

≤犆 （７）
考虑方程（４）式中的犝狀＋１，有

１
τ犝

狀＋１犼 －１τ犝
狀＋１（ ）犼 狓珔狓＋１τ犝

狀＋１（ ）犼 狓狓珔狓珔狓

　＋１２犝
狀＋１（ ）犼 狓^＋１２犝

狀＋１（ ）犼 狓珔狓^狓

　＋３
４犝

狀犼－１４犝
狀－１（ ）犼 犝狀＋１（ ）犼 狓^＝０ （８）

将（８）式与犝狀＋１作内积，由（６）、（７）式和分部求和
公式［１２］有

１
τ‖犝

狀＋１‖２＋１τ‖犝
狀＋１狓 ‖２＋１τ‖犝

狀＋１狓狓‖２＋

　１２〈犝
狀＋１^狓，犝狀＋１〉＋１２〈犝

狀＋１狓珔狓^狓，犝狀＋１〉＝

　－犺∑犑－１犼＝１
３
４犝

狀犼－１４犝
狀－１（ ）犼 犝狀＋１（ ）犼 狓^犝狀＋１犼 ≤

　犆（‖犝狀＋１狓 ‖２＋‖犝狀＋１‖２） （９）
又

〈犝狀＋１^狓，犝狀＋１〉＝０，〈犝狀＋１狓珔狓^狓，犝狀＋１〉＝０ （１０）
将（１０）式代入（９）式，整理有

１－犆（ ）τ‖犝狀＋１‖２＋１－犆（ ）τ‖犝狀＋１狓 ‖２＋
　‖犝狀＋１狓狓‖２≤０．

于是，只要取τ足够小，使得当１－犆τ＞０时方程组
（８）仅有零解，从而差分格式（４）～（６）中的犝狀＋１犼 是
唯一可解的．
３　差分格式收敛性和稳定性

差分格式（４）～（６）的截断误差定义如下：
狉狀犼＝狌狀（）犼狋－狌狀（）犼狓珔狓狋＋狌狀（）犼狓狓珔狓珔狓狋＋
　狌狀＋１２（ ）犼 狓^＋狌狀＋１２（ ）犼 狓珔狓^狓＋

　３
２狌

狀犼－１２狌
狀－１（ ）犼 狌狀＋１２（ ）犼 狓^ （１１）

由Ｔａｙｌｏｒ展开可知，当犺，τ→０时，
狉狀犼＝犗τ２＋犺（ ）２ （１２）
引理３．１［１１］　设狌０∈犎２．则初边值问题（１）～

（３）的解满足
‖狌‖犔２≤犆，‖狌狓‖犔２≤犆，‖狌狓狓‖犔２≤犆，
‖狌‖犔

!

≤犆，‖狌狓‖犔
!

≤犆．
定理３．２　设狌０∈犎２．若时间步长τ和空间

步长犺充分小．则差分格式（４）～（６）的解犝狀以
‖·‖

!

收敛到初边值问题（１）～（３）的解，且收敛
阶为犗τ２＋犺（ ）２．

证明　数学归纳法．记犲狀犼＝狌狀犼－犝狀犼．（１１）式减
去（４）式有
狉狀犼＝犲狀（）犼狋－犲狀（）犼狓珔狓狋＋犲狀（）犼狓狓珔狓珔狓狋＋犲狀＋１２（ ）犼 狓^

　＋犲狀＋１２（ ）犼 狓珔狓^狓＋３
２狌

狀犼－１２狌
狀－１（ ）犼 狌狀＋１２（ ）犼 狓^

　－３
２犝

狀犼－１２犝
狀－１（ ）犼 犝狀＋１２（ ）犼 狓^ （１３）

由引理３．１以及（１２）式知，存在与τ和犺无关的常
数犆狌和犆狉，使得

‖狌狀‖
!

≤犆狌，
‖狉狀‖

!

≤犆狉τ２＋犺（ ）２，狀＝１，２，…，犖 （１４）
由初始条件（５）可得到以下估计式：

‖犲０‖＝０，‖犝０‖
!

≤犆狌 （１５）
再用具有二阶精度的两层差分格式［１１］先计算犝１

８３１１
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即可得到以下估计式：
‖犲１‖＋‖犲１狓‖＋‖犲１狓狓‖≤犆１（τ２＋犺２）（１６）

这里犆１为与τ和犺无关的常数．现在假设
‖犲犾‖＋‖犲犾狓‖＋‖犲犾狓狓‖≤犆犾τ２＋犺（ ）２，
　犾＝２，３，…，狀狀≤犖－（ ）１ （１７）

其中犆犾为与τ和犺无关的常数．则由离散Ｓｏｂｏｌｅｖ
不等式［１２］和ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式有

‖犲犾‖
!

≤犆０ ‖犲犾槡 ‖‖犲犾狓‖＋‖犲犾槡 ‖≤

　１２犆０２‖犲
犾‖＋‖犲犾狓（ ）‖≤

　３２犆０犆犾τ
２＋犺（ ）２，犾＝１，２，…，狀 （１８）

‖犝犾‖
!

≤‖狌犾‖
!

＋‖犲犾‖
!

≤

　犆狌＋３２犆０犆犾τ
２＋犺（ ）２，犾＝１，２，…，狀（１９）

将（１３）式两端与犲狀＋１２作内积，由分部积分和公
式［１２］并注意到

〈犲狀＋１２狓^ ，犲狀＋１２〉＝０，〈犲狀＋１２狓珔狓^狓，犲狀＋１２〉＝０，
整理得

１
２‖犲

狀‖２狋＋１２‖犲
狀狓‖２狋＋１２‖犲

狀狓狓‖２狋＝〈狉狀，犲狀＋１２〉

　－犺∑犑－１犼＝１
３
２犲

狀犼－１２犲
狀－１（ ）犼 狌狀＋１２（ ）犼 狓^犲狀＋１２犼

　－犺∑犑－１犼＝１
３
２犝

狀犼－１２犝
狀－１（ ）犼 犲狀＋１２（ ）犼 狓^犲狀＋１２犼 （２０）

由引理３．１以及微分中值定理有
（狌狀＋１２犼 ）^狓＝

　
狌（狓犼＋１，狋狀＋狋狀＋１２）－狌（狓犼－１，狋狀＋狋狀＋１２）

２犺 ＝

　狓狌（狓ξ犼
狋狀＋狋狀＋１
２），狓犼－１≤ξ犼≤狓犼＋１，

即
‖狌狀＋１２狓^ ‖

!

≤犆狌 （２１）
再取τ和犺充分小，使

３
２犆０（ｍａｘ０≤犾≤狀犆犾）（τ

２＋犺２）≤１ （２２）
于是由（１９）、（２１）式和（２２）式及ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ
不等式有

－犺∑犑－１犼＝１
［３２犲

狀犼－１２犲
狀－１犼］（狌狀＋１２犼 ）^狓犲狀＋１２犼 ≤

　１２犆狌犺∑
犑－１

犼＝１
［３犲狀犼＋犲狀－１犼 ］犲狀＋１２犼 ≤

　１４犆狌‖犲狀＋１‖２＋４‖犲狀‖２＋‖犲狀－１‖［ ］２（２３）

－犺∑犑－１犼＝１
［３２犝

狀犼－１２犝
狀－１犼］（犲狀＋１２犼 ）^狓犲狀＋１２犼 ≤

　１２犺∑
犑－１

犼＝１
［３犝狀犼＋犝狀－１犼 ］·

　（犲狀＋１２犼 ）^狓犲狀＋１２犼 ≤
　２犆狌＋３２犆０ｍａｘ（犆狀－１，犆狀）（τ

２＋犺２［ ］）·
　犺∑犑－１犼＝１

（犲狀＋１２犼 ）^狓犲狀＋１２犼 ≤

　１２（犆狌＋１）［‖犲
狀＋１狓 ‖２＋‖犲狀狓‖２＋

　‖犲狀＋１‖２＋‖犲狀‖２］ （２４）
〈狉狀，犲狀＋１２〉≤１２‖狉

狀‖２＋

　１４‖犲狀＋１‖２＋‖犲狀‖（ ）２ （２５）
将（２３）～（２５）式代入（２０）式，整理得

‖犲狀＋１‖２－‖犲狀‖（ ）２＋‖犲狀＋１狓‖２－‖犲狀狓‖（ ）２＋
　‖犲狀＋１狓狓‖２－‖犲狀狓狓‖（ ）２≤τ‖狉狀‖２＋
　３τ犆狌＋（ ）１２‖犲狀＋１‖２＋‖犲狀‖（ ２＋
　‖犲狀－１‖２＋‖犲狀＋１狓 ‖２＋‖犲狀狓‖）２ （２６）

将（２６）式从１到狀递推求和，并整理有
‖犲狀＋１‖２＋‖犲狀＋１狓 ‖２＋‖犲狀＋１狓狓‖２≤
　‖犲１‖２＋‖犲１狓‖２＋‖犲１狓狓‖２＋τ∑狀犽＝１‖狉犽‖２＋
　τ∑狀＋１犽＝０９犆狌＋（ ）１２（‖犲犽‖２＋‖犲犽狓‖２＋
　‖犲犽狓狓‖２） （２７）

又
τ∑

狀

犽＝１
‖狉犽‖２≤狀τｍａｘ１≤犽≤狀

‖狉犽‖２≤
　犜（犆狉）２（τ２＋犺２）２ （２８）

将（１６）、（２８）式代入（２７）式，利用离散Ｇｒｏｎｗａｌｌ不
等式［１２］，取时间步长τ充分小以满足
τ＜ １
１８犆狌＋（ ）１２，

则有
‖犲狀＋１‖２＋‖犲狀＋１狓 ‖２＋‖犲狀＋１狓狓‖２≤
　犜犆（）狉２＋犆（ ）２１τ２＋犺（ ）２２犲２犜９犆狌＋（ ）［ ］１

２ ≤
　犆狀（ ）＋１２τ２＋犺（ ）２２，狀＝１，２，…，犖－１，

其中
犆狀＋１＝槡犜犆狉＋犆（ ）１犲９犜犆狌＋（ ）１２．

显然犆狀＋１为与狀无关的常数．从而由归纳假设有
‖犲狀‖≤犗τ２＋犺（ ）２，‖犲狀狓‖≤犗τ２＋犺（ ）２，
‖犲狀狓狓‖≤犗τ２＋犺（ ）２，狀＝１，２，…，犖．

再由离散Ｓｏｂｏｌｅｖ不等式［１２］有
‖犲狀‖

!

≤犗τ２＋犺（ ）２，狀＝１，２，…，犖．
最后，由（１９）式知‖犝狀‖

!

≤犆～０（狀＝１，２，…，犖），其

９３１１
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中犆～０是与τ和犺无关的常数．从而表明差分格式
（４）～（６）的解犝狀以‖·‖

!

关于初值无条件稳定．
４　数值算例

方程（１）的单个孤波解［１］为
狌狓，（）狋＝３５３１３－槡（ ）１３４５７

１２ 槡１３４５７－（ ）２４１×

　ｓｅｃ犺４ 槡２４５７－槡 ２６［ ２４ ×

　　　狓－ ７２
槡１３４５７－２４１（ ）］狋．

在计算中取初值函数狌０（）狓＝狌狓，（）０，固定狓犔＝
－３０，狓犚＝１２０，犜＝４０．τ和犺的不同取值对数值解
和孤波解在几个不同时刻的误差见表１．

从数值算例可以看出，本文对初边值问题（１）
～（３）提出的差分格式（４）～（６）是有效的．由于该
差分格式是线性的，数值求解时不需要迭代，所以
计算时间相对节约．

表１　数值解和孤波解在不同时刻的误差
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｔｖａｒｉｏｕｓｔｉｍｅ

‖犲‖! ‖犲‖
狋 τ＝犺＝０．１ τ＝ｈ＝０．０５ τ＝犺＝０．０２５ τ＝ｈ＝０．１ τ＝犺＝０．０５ τ＝ｈ＝０．０２５
１０ １．１８１３３９３ｅ２ ２．７８０７０２８ｅ３ ６．６９７３７５７ｅ４ ２．９６２７６０７ｅ２ ７．１１０１７２９ｅ３ １．７３３８２５３ｅ３
２０ ２．５００６６５７ｅ２ ５．６５９６４１３ｅ３ １．３２９３７０８ｅ３ ６．４００７７６５ｅ２ １．４７３７１５７ｅ２ ３．５０１７７４９ｅ３
３０ ４．００７１１４４ｅ２ ８．７７４５６２３ｅ３ ２．０１４８３８６ｅ３ １．０３３１６３１ｅ１ ２．２９６９３８１ｅ２ ５．３３１５８０３ｅ３
４０ ５．７０１９８５２ｅ２ １．２１２９１１９ｅ２ ２．７２７０３５６ｅ３ １．４７６９７１４ｅ１ ３．１８４５３１０ｅ２ ７．２３２９０１０ｅ３
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