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摘　要：本文考虑如下具有临界增长指数的强阻尼波方程
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解的长时间行为．本文首先得到过程的耗散性，然后利用过程分解技巧得到过程的渐近紧性，
最后给出了方程依赖于时间的吸引子的存在性．
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ｐａｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｖｉａｃｏｎｔｒａｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｗａｓｇｉｖｅｎ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄ
ｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｔｈｅｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄａｍｐｉｎｇｗａｓｐｒｏｖｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｎｅｗ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ．

ＩｎＲｅｆ．［１６］，ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆＲｅｆ．
［１５］，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｔｈｅｌｏｎｇｔｉｍｅｂｅｈａｖ
ｉｏｒｏｆｓｏｍｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ．

Ｓｉｎｃｅｔｈｅｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋｉｎｄ
ｏｆｄａｍｐｉｎｇａｒｉｓｅｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌ，ｉｔｉｓｍｅａｎｉｎｇｆｕｌｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒ
ｔｈｅｌｏｎｇｔｉｍｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｔｈｅｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄ
ｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｎｅｗｆｒａｍｅｗｏｒｋ．Ｔｈｅａｉｍ
ｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｐａｐｅｒｉｓｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｌｏｎｇｔｉｍｅｂｅ
ｈａｖｉｏｒｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏ（１）ｗｉｔｈεｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎ
ｔｉｍｅ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅａｂｓｔｒａｃｔｆｒａｍｅｗｏｒｋｄｅｖｅｌ
ｏｐｅｄｉｎＲｅｆ．［１４］．Ｗｅｏｂｔａｉｎｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｂ
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ｓｏｒｂｉｎｇｓｅｔａｎｄｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ
ｆｏｒ（１）．Ｓｉｎｃｅ（１）ｃｏｎｔａｉｎｓｔｈｅｓｔｒｏｎｇｄａｍｐｉｎｇ
ｔｅｒｍΔ狌狋，ｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｗｅａｋｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ，ｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｅｘｐｏｎｅｎｔｆｒｏｍ３
ｔｏ５ｉｎ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ，ｓｅｅＲｅｆｓ．［２，３，５，７～
１１］，ｅｔｃ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｃｏｍ
ｐａｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ，ｗｅａｐｐｌｙｔｈｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｉｎＲｅｆ．［７］ｆｏｒｔｈｅａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｃａｓｅｔｏ
ｏｖｅｒｃｏｍｅｔｈｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙｄｕｅｔｏｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｎｏｎｌｉｎ
ｅａｒｉｔｙ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｔａｃｋｌｅｔｈｅｔｅｒｍｓ
ｃａｕｓｅｄｂｙｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｔｅｒｍε（狋）．
２　犘狉犲犾犻犿犻狀犪狉犻犲狊

Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｅｐａｐｅｒ，犆ｄｅｎｏｔｅｓａｎｙｐｏｓｉ
ｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｗｈｉｃｈｍａｙｂｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｌｉｎｅｔｏ
ｌｉｎｅｅｖｅｎｉｎｔｈｅｓａｍｅｌｉｎｅ（ｓｏｍｅｔｉｍｅｓｆｏｒｓｐｅｃｉａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，ｗｅａｌｓｏｄｅｎｏｔｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｓｉ
ｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓｂｙ犆犻．

Ｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔａｎｄｔｈｅｎｏｒｍｏｎ
犔２（Ω）ｂｙ〈·，·〉ａｎｄ‖·‖，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｆｏｒ０≤
σ≤２，ｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｈｉｅｒａｒｃｈｙｏｆ（ｃｏｍｐａｃｔｌｙ）
ｎｅｓｔｅｄＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅｓ

犎σ＝犇（犃σ２），〈狌，狏〉σ＝〈犃σ２狌，犃σ２狏〉，
‖狌‖σ＝‖犃σ２狌‖．

Ｔｈｅｎ，ｆｏｒ狋∈犚ａｎｄ０≤σ≤２，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅ
ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｐａｃｅｓ

犎σ狋＝犎σ＋１×犎σ
ｅｎｄｏｗｅｄｗｉｔｈｔｈｅｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｐｒｏｄｕｃｔｎｏｒｍｓ

‖｛狌０，狌１｝‖２犎σ狋＝‖狌０‖２σ＋１＋ε（狋）‖狌１‖２σ．
Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈｅｓｙｍｂｏｌσｉｓａｌｗａｙｓｏｍｉｔｔｅｄ
ｗｈｅｎｅｖｅｒｚｅｒｏ，ｔｈａｔｉｓ犎狋＝犎１×犎ｗｉｔｈ

‖｛狌０，狌１｝‖２犎狋＝‖狌０‖２＋ε（狋）‖狌１‖２．
Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｃｏｍｐａｃｔｅｍｂｅｄｄｉｎｇ

犎σ狋→犎狋，０＜σ≤２
ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｊｅｃｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆ狋∈犚．
Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｓｐａｃｅｓ犎狋ａｒｅａｌｌｔｈｅｓａｍｅａｓｌｉｎｅａｒ
ｓｐａｃｅｓａｎｄｔｈｅｎｏｒｍｓ‖·‖２犎狋ａｎｄ‖·‖２犎τａｒｅ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｆｏｒａｎｙｆｉｘｅｄ狋，τ∈犚．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｉｓｅ
ｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｌｏｗｓｕｐａｓｗｅｌｅｔ狋，τ→±∞．

Ｆｏｒｅｖｅｒｙ狋∈犚，ｌｅｔ犡狋ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆｎｏｒｍｅｄ
ｓｐａｃｅｓ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅ犚ｂａｌｌｏｆ犡狋

犅狋（犚）＝｛狕∈犡狋：‖狕‖犡狋≤犚｝．
Ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎε＞０，ｔｈｅεｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆａｓｅｔ犅

犡狋ｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ
犗ε狋（犅）＝∪狓∈犅｛狔∈犡狋：‖狓－狔‖犡狋＜ε｝＝
　∪狓∈犅｛狓＋犅狋（ε）｝．

ＷｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅＨａｕｓｄｏｒｆｆｓｅｍｉｄｉｓｔａｎｃｅｏｆｔｗｏ
（ｎｏｎｅｍｐｔｙ）ｓｅｔｓ犅，犆犡狋ｂｙ
δ狋（犅，犆）＝ｓｕｐ狓∈犅ｉｎｆ狔∈犆‖狓－狔‖犡狋．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｇｉｖｅｎａｎｙｓｅｔ犅犡狋，ｔｈｅｓｙｍｂｏｌ犅ｓｔａｎｄｓ
ｆｏｒｔｈｅｃｌｏｓｕｒｅｏｆ犅ｉｎ犡狋．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．１　Ｆｏｒ狋∈犚，ｌｅｔ犡狋ｂｅａｆａｍｉｌｙ
ｏｆｎｏｒｍｅｄｓｐａｃｅｓ．Ａｐｒｏｃｅｓｓｉｓａｔｗｏｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｆａｍｉｌｙｏｆｍａｐｐｉｎｇｓ｛犛（狋，τ）：犡τ→犡狋，狋τ，τ∈犚｝
ｗｉｔｈｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

（ｉ）犛（τ，τ）＝Ｉｄｉｓｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙｏｐｅｒａｔｏｒｏｎ犡τ，
τ∈犚；

（ｉｉ）犛（狋，狊）犛（狊，τ）＝犛（狋，τ），狋狊τ，τ∈
犚．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．２　Ａｆａｍｉｌｙ犅＝｛犅狋｝狋∈犚ｏｆ
ｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔｓ犅狋犡狋ｉｓｃａｌｌｅｄｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄ
ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ犚＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ

犅狋犅狋（犚），狋∈犚．
犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．３　Ａｆａｍｉｌｙ犆＝｛犆狋｝狋∈犚ｉｓｃａｌｌｅｄ

ｐｕｌｌｂａｃｋａｂｓｏｒｂｉｎｇｉｆｉｔｉｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄａｎｄ
ｆｏｒｅｖｅｒｙ犚＞０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ狋０＝狋０（狋，犚）≤狋ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ
τ≤狋０犛（狋，τ）犅τ（犚）犅狋．
Ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ｉｓｃａｌｌｅｄｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｗｈｅｎ

ｅｖｅｒｉｔａｄｍｉｔｓａｐｕｌｌｂａｃｋａｂｓｏｒｂｉｎｇｆａｍｉｌｙ．
犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．４　Ａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｂｓｏｒｂｉｎｇ

ｓｅｔｆｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ｉｓａｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄ
ｆａｍｉｌｙ犅＝｛犅狋｝狋∈犚ｗｉｔｈｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｙ：
ｆｏｒｅｖｅｒｙ犜０ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ狋０＝狋０（犜）０ｓｕｃｈ
ｔｈａｔτ≤狋－狋０犛（狋，τ）犅τ（犚）犅狋．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．５　Ａ（ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄ）ｆａｍ
ｉｌｙ犓＝｛犓狋｝狋∈!

ｉｓｃａｌｌｅｄｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｉｎｇｉｆｆｏｒ
ａｌｌε＞０ｔｈｅｆａｍｉｌｙ｛犗ε狋（犓狋）｝狋∈!

ｉｓｐｕｌｌｂａｃｋａｂ
ｓｏｒｂｉｎｇ．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ犓＝｛犓＝｛犓狋｝狋∈犚：犓狋
犡狋ｃｏｍｐａｃｔ，犓ｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｉｎｇ｝．Ｗｈｅｎ犓≠
，ｗｅｓａｙｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｃｏｍ
ｐａｃｔ．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．６　Ｗｅｃａｌｌａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｅｌｅｍｅｎｔｏｆ犓，ｉ．ｅ．ｔｈｅ
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ｆａｍｉｌｙ犃＝｛犃狋｝狋∈犚∈犓ｓｕｃｈｔｈａｔ犃狋犓狋，狋∈犚
ｆｏｒａｎｙｅｌｅｍｅｎｔ犓＝｛犓狋｝狋∈犚∈犓．

Ｒｅｃａｌｌｔｈａｔｆｏｒａｎｙｐａｉｒｏｆｆｉｘｅｄｔｉｍｅｓ狋τ，
ｔｈｅｍａｐ犛（狋，τ）：犡τ→犡狋ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｃｌｏｓｅｄｉｆ狓狀
→狓，ｉｎ犡τ，犛（狋，τ）狓狀→狔ｉｎ犡狋，犛（狋，τ）狓＝狔．
犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２．７　Ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ｉｓｃａｌｌｅｄ
（ｉ）ｃｌｏｓｅｄｉｆ犛（狋，τ）ｉｓａｃｌｏｓｅｄｍａｐｆｏｒａｎｙ

ｐａｉｒｏｆｆｉｘｅｄｔｉｍｅｓ狋τ；
（ｉｉ）犜ｃｌｏｓｅｄｆｏｒｓｏｍｅ犜＞０ｉｆ犛（狋，狋－犜）ｉｓ

ａｃｌｏｓｅｄｍａｐｆｏｒａｌｌ狋．
Ｎｏｔｅｔｈａｔｉｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ｉｓａｃｏｎｔｉｎｕ

ｏｕｓ（ｏｒｅｖｅｎｎｏｒｍｔｏｗｅａｋｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ）ｍａｐｆｏｒ
ａｌｌ狋τ，ｔｈｅｎｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｉｓｃｌｏｓｅｄ．Ｏｆｃｏｕｒｓｅ，ｉｆ
ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ｉｓｃｌｏｓｅｄｉｔｉｓ犜ｃｌｏｓｅｄ，ｆｏｒａｎｙ
犜＞０．

犜犺犲狅狉犲犿２８　Ｉｆ犛（狋，τ）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ
ｃｏｍｐａｃｔ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄ
ｅｎｔａｔｔｒａｃｔｏｒ犃．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｉｆ犛（狋，τ）ｉｓａ犜
ｃｌｏｓｅｄｐｒｏｃｅｓｓｆｏｒｓｏｍｅ犜＞０，ｔｈｅｎ犃ｉｓｉｎｖａｒｉ
ａｎｔ．
３　犠犲犾犾狆狅狊犲犱狀犲狊狊

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｓｔａｔｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓａｂｏｕｔｔｈｅ
ｗｅｌｌｐｏｓｅｄｎｅｓｓｏｆｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｓｅｅｎ
ｉｎＲｅｆｓ．［２，３，７］．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀３．１　Ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（４）ａｎｄ
（５），ｆｏｒａｎｙｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ（狌０，狌１）∈犎τｏｎａｎｙｉｎｔｅｒｖａｌ
［τ，狋］ｗｉｔｈ狋＞τ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎ狌∈犆
（［τ，狋］，犎１０（Ω）），狌狋∈犆（［τ，狋］，犔２（Ω））∩犔２（［τ，狋］，
犎１０（Ω）），ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙｄｅｐｅｎｄｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａ
ｔａ．Ｔｈａｔｉｓ，ｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｇｅｎｅｒａｔｅｓａｓｔｒｏｎｇｌｙｃｏｎｔｉｎｕ
ｏｕｓｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）：犎τ→犎狋，狋τ∈犚，ｗｈｅｒｅ犛（狋，τ）：
犎τ→犎狋ａｃｔｉｎｇａｓ犛（狋，τ）狕＝｛狌（狋），狌狋（狋）．
犚犲犿犪狉犽２　ＩｎＲｅｆｓ．［２，３］，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｔｈｅｏ

ｒｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ
ｔｈｅｗｅｌｌｐｏｓｅｄｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｗｅｃａｎａｌｓｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄＦａｔｏｕＧａｌｅｒｋｉｎ
ｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｉｓｂａｓｅｄｏｎＬｅｍｍａ４．２ｂｅｌｏｗ．

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅｓｔａｔｅｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｅｐｅｎｄ
ｅｎｃｅｅｓｔｉｍａｔｅｆｏｒ犛（狋，τ）ｏｎ犎τ，ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｔｏ
ｖｅｒｉｆｙｔｈｅｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．

犜犺犲狅狉犲犿３．２　Ｇｉｖｅｎ犚＞０，ｆｏｒｅｖｅｒｙｐａｉｒｏｆ
ｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ狕犻＝｛狌０犻，狌１犻｝∈犎τｓｕｃｈｔｈａｔ‖狕犻‖犎τ

≤犚，犻＝１，２，ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｉｅｓ

‖犛（狋，τ）狕１－犛（狋，τ）狕２‖犎狋≤
　　ｅ犆（狋－τ）‖狕１－狕２‖犎τ，狋τ （９）

ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔ犆＝犆（犚）０．
犘狉狅狅犳　Ｇｉｖｅｎｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ狕１，狕２

∈犎τｓｕｃｈｔｈａｔ‖狕犻‖犎τ≤犚，犻＝１，２．ＢｙＬｅｍｍａ
４．２ｂｅｌｏｗｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ

‖犛（狋，τ）狕犻‖犎τ≤犆 （１０）
Ｌｅｔ｛狌犻（狋），狋狌犻（狋）｝＝犛（狋，τ）狕犻，ｂｙ（１），ｔｈｅｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｃｅ珔狕（狋）＝｛珔狌（狋），珔狌狋（狋）｝＝犛（狋，τ）狕１－犛（狋，τ）
狕２ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ε珔狌狋狋－Δ珔狌狋－Δ狌＋φ（狌１）－φ（狌２）＝０．

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇａｂｏｖｅｅｑｕａｌｉｔｙｂｙ２珔狌狋ｗｅｈａｖｅ
ｄ
ｄ狋‖珔狕‖２犎狋＋２‖珔狌狋‖２－ε′‖珔狌狋‖２＝
　－２〈φ（狌１）－φ（狌２），珔狌狋〉．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｕｎｉｆｏｒｍｅｓｔｉｍａｔｅｓ（１０）ｆｏｒｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（６）ｗｅｈａｖｅ
　－２〈φ（狌１）－φ（狌２），珔狌狋〉≤
犆（１＋‖狌１‖４犔６＋‖狌２‖４犔６）‖珔狌‖犔６‖珔狌狋‖犔６≤
犆（１＋‖狌１‖４＋
‖狌２‖４）‖珔狌‖‖珔狌狋‖≤
犆‖珔狌‖２＋２‖珔狌狋‖２．

Ｔｈｅｎｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｄ
ｄ狋‖珔狕（狋）‖２犎狋≤犆‖珔狕（狋）‖２犎狋．

ＡｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｌｅｍｍａｏｎ［τ，狋］，ｔｈｅｐｒｏｏｆ
ｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．
４　犇犻狊狊犻狆犪狋犻狏犻狋狔

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｆｅａ
ｔｕｒｅｏｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈ（１）．

犜犺犲狅狉犲犿４．１　Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ犚０＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｔｈｅｆａｍｉｌｙ犅＝｛犅狋（犚０）｝狋∈犚ｉｓａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ａｂｓｏｒｂｉｎｇｓｅｔｆｏｒ犛（狋，τ）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅｈａｖｅ

ｓｕｐ狕∈犅τ犚（）０
［‖犛狋，（）τ狕‖犎狋＋

　∫∞

τ
‖狌ｔ（）狔‖２ｄ狔］≤犕，τ∈犚（１１）

ｆｏｒｓｏｍｅ犕＞犚０．
ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｐｒｏｖｅＴｈｅｏｒｅｍ４．１，ｗｅｎｅｅｄｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ．
犔犲犿犿犪４．２　Ｌｅｔ狋τ，ｆｏｒ狕∈犎τ，ｌｅｔ犛（狋，

τ）狕ｂｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎ
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ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｐｏｓｉｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ犙ｓｕｃｈｔｈａｔ
‖犛（狋，τ）狕‖犎狋≤
　　犙（‖狕‖犎τ）ｅ－δ（狋－τ）＋犆１，τ≤狋．
犘狉狅狅犳　Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ（１）ｂｙ狌狋，ｗｅｈａｖｅ
ｄ
ｄ狋（‖狌‖２＋ε‖狌狋‖２＋２Φ（狌）－２〈犳，狌〉）－
　　ε′‖狌狋‖２＋２‖狌狋‖２＝０．

Ａｆｕｒｔｈｅｒｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｂｙδ狌（ｗｈｅｒｅδ＞０ｉｓ
ｓｍａｌｌ）ｙｉｅｌｄｓ

ｄ
ｄ狋（δ‖狌‖２＋２δε〈狌狋，狌〉）＋２δ‖狌‖２－
　　２δε‖狌狋‖２＋２δ〈φ（狌），狌〉－２δ〈犳，狌〉＝
　　２δε′〈狌狋，狌〉，

ａｎｄｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ
２δε′狌狋，狌≤２δ犔‖狌狋‖‖狌‖≤
　λ１２‖狌狋‖２＋

２δ２犔２
λ１ ‖狌‖２≤

　λ１２‖狌狋‖２＋
２δ２犔２
λ２１ ‖狌‖２．

Ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ
犈＝（１＋δ）‖狌‖２＋ε‖狌狋‖２＋２Φ（狌）＋
　２δε〈狌狋，狌〉－２〈犳，狌〉

ａｎｄｎｏｔｉｃｉｎｇｔｈａｔ狌狋∈犔２（τ，狋；犎１０（Ω）），ｗｅｕｓｅ
Ｐｏｉｎｃａｒéｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ‖狌狋‖２

‖狌狋‖２λ１ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ
（７）ａｎｄ（８），ａｎｄｗｅｏｂｔａｉｎ

ｄ
ｄ狋犈＋δ犈＋‖狌狋‖２＋Γ≤２犮１δ，

ｗｈｅｒｅ
Γ＝（δ－δ２－２δ

２犔２
λ２１）‖狌‖２－δν‖狌‖２＋

　（λ１２－ε′－３δε）‖狌狋‖２－２εδ
２〈狌狋，狌〉．

Ｔｈｕｓ，ｂｙｓｅｔｔｉｎｇδｓｍａｌｌｅｎｏｕｇｈｓｕｃｈｔｈａｔΓ０，
ｗｅｈａｖｅ

ｄ
ｄ狋犈＋δ犈＋‖狌狋‖２≤犮１δ （１２）

ＡｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｌｅｍｍａ，ｗｅｈａｖｅ
犈（狋）≤犈（τ）ｅ－δ（狋－τ）＋犮１．

Ｄｅｎｏｔｅ犈（狋）＝‖犛（狋，τ）狕‖２犎狋．Ｄｕｅｔｏ（７），（８）ｆｏｒ０
＜ρ＜１，０＜ρ，ｉｔｉｓａｐｐａｒｅｎｔｔｈａｔ
ρ犈（狋）－犆≤犈（狋）≤ρ犈（狋）＋犆 （１３）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｗｉｔｈ（１２）ａｎｄ（１３），ｗｅｐｒｏｖｅＬｅｍｍａ
４．２．

犘狉狅狅犳狅犳犜犺犲狅狉犲犿４．１　Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｅｓｓｅｎ
ｔｉａｌｌｙｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｉｎＲｅｆ．［１４］，ｗｅｏｎｌｙｎｅｅｄｔｏ

ｍａｋｅａｆｅｗｍｉｎｏｒｃｈａｎｇｅｓｆｏｒｏｕｒｐｒｏｂｌｅｍ．Ｆｏｒ
ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅｏｆｔｈｅｒｅａｄｅｒ，ｈｅｒｅｗｅｒｅｓｔａｔｅｉｔ．

Ｌｅｔ犚０＝１＋２犆１．ＡｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＬｅｍｍａ
４．２ｆｏｒ狕∈犅τ（犚）ｙｉｅｌｄｓ

‖犛（狋，τ）狕‖犎狋≤犙（犚）ｅ－δ（狋－τ）＋２犆１＝犚０，
ｐｒｏｖｉｄｅｄｔｈａｔ狋－τ狋０，ｗｈｅｒｅ

狋０＝ｍａｘ｛０，
ｌｏｇ犙（犚）１＋犆１
δ ｝．

Ｔｈｉｓｃｏｎｃｌｕｄｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅ
ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｂｓｏｒｂｉｎｇｓｅｔ．

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｐｒｏｖｅ（１１），ｉｔｉｓｅｎｏｕｇｈｔｏｉｎ
ｔｅｇｒａｔｅ（１２）ｗｉｔｈδ＝０ｏｎ［τ，∞）．
５　犈狓犻狊狋犲狀犮犲狅犳狋犻犿犲犱犲狆犲狀犱犲狀狋犵犾狅犫犪犾
犪狋狋狉犪犮狋狅狉
Ｔｈｅａｉｍｏｆｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｉｓｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｅｘｉｓｔ

ｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒ
（１）．Ｔｏｔｈｉｓｅｎｄ，ｂｙＴｈｅｏｒｅｍ２．８．ｗｅｗｉｌｌｖｅｒｉｆｙ
ｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｐｒｏｃｅｓｓ．Ｗｅｗｉｌｌｔａｋｅａｄｖａｎｔａｇｅｏｆｔｈｅｓａｍｅｔｅｃｈ
ｎｉｑｕｅｓｕｓｅｄｉｎＲｅｆ．［７］ａｌｓｏｉｎＲｅｆ．［１４］ｔｈａｔｃｏｎ
ｓｉｓｔｓｉｎｆｉｎｄｉｎｇａｓｕｉｔａｂｌｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｔｈｅｓｕｍｏｆａｄｅｃａｙｉｎｇｐａｒｔａｎｄｏｆａ
ｃｏｍｐａｃｔｏｎｅ．

ＩｎｌｉｇｈｔｏｆＲｅｆｓ．［７，１７］，ｏｗｉｎｇｔｏｔｈｅａｓ
ｓｕｍｐｔｉｏｎｓ（４）ａｎｄ（５），ｗｅｃａｎｄｅｃｏｍｐｏｓｅφａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ．Ｓｅｔ＝φ０＋φ１，ｗｈｅｒｅφ０∈犆（犚），φ１∈
犆（犚）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

｜φ０（狉）｜≤犮（１＋｜狉｜５），狉∈犚 （１４）
φ０（狉）狉０，狉∈犚 （１５）
｜φ１（狉）｜≤犮（１＋｜狉｜γ），γ＜５，狉∈犚 （１６）
ｌｉｍｉｎｆ狘狉狘→∞

φ１（狉）狉＞－λ１ （１７）
Ｌｅｔ犅＝｛犅狋（犚０）｝狋∈犚ｂｅａｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｂｓｏｒｂ
ｉｎｇｓｅｔａｎｄτ∈犚ｂｅｆｉｘｅｄ．Ｔｈｅｎ，ｆｏｒａｎｙτ∈
犅狋（犚０），ｗｅｄｅｃｏｍｐｏｓｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ犛（狋，τ）狕ｉｎｔｏ
ｔｈｅｓｕｍ

犛（狋，τ）狕＝｛狌（狋），狌狋（狋）｝＝犛１（狋，τ）狕＋犛２（狋，τ）狕，
ｗｈｅｒｅ犛１（狋，τ）狕＝｛狏（狋），狏狋（狋）｝ａｎｄ犛２（狋，τ）狕＝｛狑
（狋），狑狋（狋）｝ａｒｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ

ε狏狋狋－Δ狌狋－Δ狌＋φ０（狏）＝０，
犛１（τ，τ）＝｛ 狕 （１８）

ａｎｄ

９５１１
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ε狑狋狋－Δ狑狋－Δ狑＋φ（狌）－φ０（狏）＝犳，
犛２（τ，τ）＝｛ ０ （１９）

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｉｎａｆｉｒｓｔｓｔｅｐ，ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔ犛１（狋，τ）ｈａｓａｎ

ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｄｅｃａｙｉｎ犎狋．
犔犲犿犿犪５．１　Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓδ＝δ（犅）＞０ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ
‖犛１（狋，τ）狕‖犎狋≤犆ｅ－δ（狋－τ），狋τ．
犘狉狅狅犳　Ｒｅｐｅａｔｉｎｇｗｏｒｄｂｙｗｏｒｄｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ

Ｌｅｍｍａ４．２．ｔｈａｔａｐｐｌｉｅｓｔｏｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｃａｓｅｗｉｔｈ
犛１（狋，τ）ｉｎｐｌａｃｅｏｆ犛（狋，τ）（ｗｉｔｈｔｈｅｆｕｒｔｈｅｒｓｉｍ
ｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｔｈａｔφ１＝０ａｎｄ犳＝０），ｗｅｇｅｔ
ｔｈｅｂｏｕｎｄ

‖犛１（狋，τ）狕‖犎狋≤犆 （２０）
Ｔｈｅｎｗｅｄｅｎｏｔｅ
犈１＝（１＋δ）‖狌‖２＋ε‖狌狋‖２＋
　２Φ０（狌）＋２δε〈狌狋，狌〉，

ｗｈｅｒｅ

Φ０（狌）＝∫Ω
（∫
狌（狓）

０
φ０（狔）ｄ狔）ｄ狓，

ｗｅｍｕｌｔｉｐｌｙ（１８）ｂｙ２狏狋＋２δ狏．Ｉｎｖｉｅｗｏｆ（１５）
ａｎｄｓｉｎｃｅ犳＝０，ｓｉｍｉｌａｒｔｏ（１２）ｗｅｈａｖｅ

ｄ
ｄ狋犈１＋δ犈１≤０．

ＡｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｌｅｍｍａａｎｄｕｓｉｎｇｓｕｂｓｅ
ｑｕｅｎｔｌｙｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｆｏｒ犈１ｔｈａｔｓｉｍｉｌａｒｔｏ（１３），
ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．

犔犲犿犿犪５．２　Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ犕＝犕（犅）＞０
ｓｕｃｈｔｈａｔｓｕｐ狋τ‖犛２（狋，τ）狕‖犎σ狋≤犕，ｗｈｅｒｅσ＝

ｍｉｎ｛１４，
５－γ
２｝．

犘狉狅狅犳　ＴｈｅｉｄｅａｉｓｉｎｓｐｉｒｅｄｂｙＲｅｆｓ．［７，１１，
１４］．Ｌｅｔ

犈２（狋）＝ε‖狑狋‖２σ＋（１＋δ）‖狑‖２１＋σ＋
　２δε〈狑狋，犃σ狑〉．

Ｉｎｖｉｅｗｏｆ（３），ｗｅｃａｎｅｓｔｉｍａｔｅ
２δ｜ε〈狑狋，犃σ狑〉｜≤ε２‖狑狋‖σ＋犆δ‖狑‖σ（２１）

Ｃｈｏｏｓｅδ＞０ｓｍａｌｌｅｎｏｕｇｈａｎｄ犆１＞０ｌａｒｇｅｅ
ｎｏｕｇｈ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

１
２‖犛２（狋，τ）狕‖２犎σ狋≤犈２（狋）≤
　２‖犛２（狋，τ）狕‖２犎σ狋＋犆１ （２２）

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ（１９）ｗｉｔｈ２犃σ狑狋＋２δ犃σ狑ｗｅｈａｖｅ

ｄ
ｄ狋犈２（狋）＋（－ε′－２δε）‖狑狋‖２σ＋
　２‖狑狋‖２σ＋１＋２δ‖狑‖２σ＋１＋
　２〈φ（狌）－φ０（狏），犃σ狑〉＝
　２δε′〈狑狋，犃σ狑〉－〈φ（狌）－φ０（狏），２犃σ狑狋〉＋
　〈犳，２犃σ狑狋＋２δ犃σ狑〉 （２３）
Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｗｉｌｌｄｅａｌｗｉｔｈｓｏｍｅ

ｔｅｒｍｓｉｎ（２３）ｏｎｅｂｙｏｎｅ．ＤｕｅｔｏＬｅｍｍａ４．２ａｎｄ
Ｌｅｍｍａ５．１，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ

‖狌‖＋‖狏‖≤犆 （２４）
Ｄｕｅｔｏｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆφ，ｗｅｃａｎｗｒｉｔｅ
φ（狌）－φ０（狏）＝φ（狌）－φ（狏）＋φ１（狏）．

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｗｉｔｈ（２４）ａｎｄｂｙｖｉｒｔｕｅｏｆ（６）ｗｅｇｅｔ
－〈φ（狌）－φ（狏），２犃σ狑狋〉≤犆（１＋‖狌‖４犔６＋
　‖狏‖４犔６）‖狑‖犔６

１－２σ‖犃σ狑狋‖犔６
１＋２σ≤

　犆（１＋‖狌‖４＋
　‖狏‖４）‖犃１＋σ２狑‖‖犃１＋σ２狑狋‖≤
　犆‖狑‖σ＋１‖狑狋‖σ＋１≤
　犆‖狑‖２σ＋１＋１３‖狑狋‖２σ＋１ （２５）

Ｓｉｍｉｌａｒｔｏ（２５），ｗｅｈａｖｅ
　－〈φ（狌）－φ（狏），２δ犃σ狑〉≤犆δ（１＋

‖狌‖４犔６＋‖狏‖４犔６）‖狑‖犔６
１－２σ‖犃σ狑‖犔６

１＋２σ≤
犆δ‖狑‖２σ＋１ （２６）

ｗｈｅｒｅ犆＝犆（犮１）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｓｉｎｃｅγ
５－２σ≤１，ｂｙ

（１６）ｗｅｄｅｄｕｃｅｔｈａｔ
－〈φ１（狏），２犃σ狑狋〉≤
　犆（１＋‖狏‖γ犔６γ５－２σ）‖犃σ狑狋‖犔６

１＋２σ≤
　犆（１＋‖狏‖γ）‖狑狋‖１＋σ≤
　犆＋１３‖狑狋‖２１＋σ （２７）

Ｓｉｍｉｌａｒｔｏ（２７），ｗｅｈａｖｅ
－〈φ１（狏），２δ犃σ狑〉≤犆＋犆δ‖狑‖２１＋σ （２８）

Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，
２δε′〈狑狋，犃σ狑〉≤２δ犔‖狑狋‖σ‖狑‖σ≤
　２犆‖狑狋‖σ＋１＋犆δ‖狑‖σ＋１ （２９）

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｕｓｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｓｉｍｉｌａｒ
ｔｏｔｈａｔｉｎＲｅｆ．［１１］，ｗｅｈａｖｅ

〈犳，２犃σ狑狋＋２δ犃σ狑〉≤
　犆＋δ‖狑狋‖σ＋１＋δ３‖狑‖σ＋１ （３０）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（２５）～（３０），ｃｈｏｏｓｅδｓｍａｌｌｅｎｏｕｇｈａｎｄ
ｐｒｏｐｅｒ犆，ｗｅｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍ（２３）ｔｈａｔ

ｄ
ｄ狋犈２（狋）＋δ犈２（狋）≤犆

０６１１
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ａｎｄｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｌｅｍｍａｅｎｔａｉｌｓ
犈２（狋）≤犆（τ）ｅ－δ（狋－τ）＋犆．

Ｉｎｔｕｒｎ，（２２）ｙｉｅｌｄｓｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｏｆ犛２（狋，τ）狕
ｉｎ犎σ狋．

犔犲犿犿犪５．３　Ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（２）～（５），
ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）：犎τ→犎狋ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｐｒｏｂｌｅｍ
（１）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｃｏｍｐａｃｔ．
犘狉狅狅犳　Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆａｍｉｌｙ犕＝｛犕狋｝狋∈犚，ｗｈｅｒｅ
犕狋＝｛狕∈犎σ狋≤犕｝．

Ｂｙｔｈｅｃｏｍｐａｃｔｅｍｂｅｄｄｉｎｇ犎σ狋→犎狋，犕狋ｉｓｃｏｍ
ｐａｃｔ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｉｎｊｅｃｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｓａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｏｆ狋，犕ｉｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄ．ＣｏｌｌｅｃｔｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ
４．１，Ｌｅｍｍａ５．１ａｎｄＬｅｍｍａ５．２，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
ｔｈａｔ犕ｉｓｐｕｌｌｂａｃｋａｔｔｒａｃｔｉｎｇ，ｔｈａｔｉｓ
δ狋（犛（狋，τ）犅τ（犚０），犕狋）≤犆ｅ－δ（狋－τ），狋τ．

Ｔｈｕｓｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｃｏｍｐａｃｔ．
犜犺犲狅狉犲犿５．４　Ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（２）～

（５），ｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ犛（狋，τ）：犎τ→犎狋ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙ
ｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｈａｓａｉｎｖａｒｉａｎｔｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌ
ａｔｔｒａｃｔｏｒ犃＝｛犃狋｝狋∈犚．

犘狉狅狅犳　ＦｒｏｍＬｅｍｍａ５．３，ｂｙＴｈｅｏｒｅｍ２．８，
ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ
犃＝｛犕狋｝狋∈犚．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｄｕｅｔｏｔｈｅｓｔｒｏｎｇｃｏｎｔｉ
ｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｓｔａｔｅｄｉｎＴｈｅｏｒｅｍ４．１，ｗｅｃａｎ
ｏｂｔａｉｎｔｈａｔ犃ｉｓｉｎｖａｒｉａｎｔｂｙＴｈｅｏｒｅｍ２．８．
犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊：
［１］　ＰａｔａＶ，ＺｅｌｉｋＳ．Ｓｍｏｏｔｈａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄ

ｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ，２００６，１９：１４９５．
［２］　ＣａｒｖａｌｈｏＡＮ，ＣｈｏｌｅｗａＪＷ．Ｌｏｃａｌｗｅｌｌｐｏｓｅｄｎｅｓｓｆｏｒ

ｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｃｒｉｔｉｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｉ
ｔｉｅｓ［Ｊ］．ＢＡｕｓｔＭａｔｈＳｏｃ，２００２，６６：４４３．

［３］　ＣａｒｖａｌｈｏＡＮ，ＣｈｏｌｅｗａＪＷ．Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｓｔｒｏｎｇｌｙ
ｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｃｒｉｔｉｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］．
ＰａｃＪＭａｔｈ，２００２，２０７：２８７．

［４］　ＣｈｕｅｓｈｏｖＩ，ＬａｓｉｅｃｋａＩ．Ｌｏｎｇｔｉｍｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｓｅｃ
ｏｎｄｏｒｄｅｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｎｏｎｌｉｎｅａｒｄａｍｐ
ｉｎｇ［Ｊ］．ＭｅｍＡｍＭａｔｈＳｏｃ，２００８，１９５：１．

［５］　ＫｈａｎｍａｍｅｄｏｖＡＫ．Ｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｓｔｒｏｎｇｌｙ
ｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｄａｍｐｉｎｇａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｏｕｒｃｅｔｅｒｍｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｅｘｐｏ
ｎｅｎｔ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｎｔＤｙｎＡ，２０１１，３１：１１９．

［６］　ＫａｌａｎｔａｒｏｖＶ，ＺｅｌｉｋＳ．Ｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓ
ｆｏｒｔｈｅｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＪＤｉｆｆｅｒＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２００９，２４７：１１２０．

［７］　ＰａｔａＶ，ＳｑｕａｓｓｉｎａＭ，Ｏｎｔｈｅｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎＭａｔｈＰｈｙｓ，２００５，２５３：５１１．

［８］　ＹａｎｇＭＨ，ＳｕｎＣＹ．Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄ
ｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌＲｅａｌ，２００９，
１０：１０９７．

［９］　ＹａｎｇＭＨ，ＳｕｎＣＹ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄ
ｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｌｏｃａｌｌｙｕｎｉｆｏｒｍｓｐａｃｅｓ：Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ
ａｎｄａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ［Ｊ］．ＴＡｍｅｒＭａｔｈＳｏｃ，
２００９，３６１：１０６９．

［１０］　ＹａｎｇＭＨ，ＳｕｎＣＹ．Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｔｈｅ
ｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡ
ｎａｌＲｅａｌ，２０１０，１１：９１３．

［１１］　ＳｕｎＣＹ，ＣａｏＤＭ，ＤｕａｎＪＱ．Ｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｗａｖｅ
ｄｙｎａｍｉｃｓｗｉｔｈｍｅｍｏｒｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｒｅｇｕｌａｒｉｔｙａｎｄｕｎｉ
ｆｏｒｍａｔｔｒａｃｔｏｒ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｎｔＤｙｎＢ，２００８，９：７４３．

［１２］　ＣａｒａｂａｌｌｏＴ，ＣａｒｖａｌｈｏＡＮ，ＬａｎｇａＪＡ．ＦｅｌｉｐｅＲｉｖｅ
ｒｏ，Ａｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａ
ｔｉｏｎ：Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅｐｕｌｌｂａｃｋａｔ
ｔｒａｃｔｏｒ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌＴｈｅｏｒ，２０１１，７４：２２７２．

［１３］　ＰｌｉｎｉｏＦＤｉ，ＤｕａｎｅＧＳ，ＴｅｍａｍＲ．Ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｔｈｅｏｓｃｉｌｌｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｎｔ
ＤｙｎＡ，２０１１，２９：１４１．

［１４］　ＣｏｎｔｉＭ，ＰａｔａＶ，ＴｅｍａｍＲ．Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｐｒｏｃｅｓｓｅｓ
ｏｎｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｐａｃｅ，ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｗａｖｅｅｑｕａ
ｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪＤｉｆｆｅｒＥｑｕ，２０１３，２５５：１２５４．

［１５］　ＭｅｎｇＦＪ，ＹａｎｇＭＨ，ＺｈｏｎｇＣＫ．Ａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｗａｖｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｎｏｎｌｉｎｅａｒｄａｍｐｉｎｇｏｎｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｎｔＤｙｎＢ，２０１６，１：２０５．

［１６］　ＬｉｕＴＴ，ＭａＱＺ．Ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｎｏｎｌｉｎｅａｒｄａｍｐｉｎｇ
［Ｊ］．ＪＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖ：ＮａｔＳｃｉＥｄ，２０１７，５：９１７．

［１７］　ＡｒｒｉｅｔａＪ，ＣａｒｖａｌｈｏＡＮ，ＨａｌｅＪＫ．Ａｄａｍｐｅｄｈｙｐｅｒ
ｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｃｒｉｔｉｃａｌｅｘｐｏｎｅｎｔ［Ｊ］．Ｃｏｍｍｕｎ
ＰａｒｔＤｉｆｆＥｑ，１９９２，１７：

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
檪
檪
檪
檪
檪

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
檪
檪
檪
檪
檪

殏

殏殏
殏

８４１．

引用本文格式：
中　文：孟凤娟，曹凤雪．具临界指数的强阻尼波方程的时间依赖全局吸引子［Ｊ］．四川大学学报：自然科学版，
２０１８，５５：１１５５．
英　文：ＭｅｎｇＦＪ，ＣａｏＦＸ．Ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｓｔｒｏｎｇｌｙｄａｍｐｅｄｗａｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｃｒｉｔｉｃａｌｅｘｐｏｎｅｎｔ
［Ｊ］．ＪＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖ：ＮａｔＳｃｉＥｄ，２０１８，５５：１１５５．

１６１１


