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摘　要：作为ＢＳ模型的一般化，ＣＥＶ模型在实际操作中更有可行性．本文针对该模型下支
付红利的美式看跌期权的定价问题．推导了模型遵循的变分方程，提出了相应的显式差分格
式，然后讨论了格式的稳定性和收敛性并给出了相应的稳定条件．数值实验验证了算法的有
效性．
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１　引　言
按权利期权可以划分为看涨期权和看跌期权，

按种类可以划分为欧式期权和美式期权．欧式期权
只能在约定日期执行，而美式期权可以提前执行，
从而能够规避一部分风险．在数学模型上，美式期
权是一个非线性自由边界问题．针对期权定价问
题，Ｂｌａｃｋ与Ｓｃｈｏｌｅｓ给出了经典的ＢＳ期权定价
模型［１］，并且证明美式期权定价模型可以作为退化
的抛物型自由边值问题来求解，但无法得到解析
解．就美式期权定价模型的数值解法而言，目前比

较成熟的有二叉树方法［２］，蒙特卡罗方法［３，４］，有
限差分法［５］，有限元方法［６］及有限体积法［７］等．

股票价格的波动率是描述未来股票价格变动
的关键变量．ＢＳ模型假设股票收益的波动率为常
数，但在金融市场中波动率往往是变化的．因此，
Ｃｏｘ与Ｒｏｓｓ于１９７６年在ＢＳ模型的基础上提出
了不变方差弹性（ＣＥＶ）模型［８］．该模型假定期权
的标的资产为股票，用犛表示股票价格，犓为期权
的执行价格，犞为期权价格，犜为期权执行日期，σ
为股票价格的波动率，狉为无风险利率，狇为期权
有效期内标的资产的红利，常数α是弹性系数．则
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支付红利的美式看跌期权的ＣＥＶ模型满足以下
线性互补偏微分方程：

（犞狋＋
１
２σ

２２犞
犛２犛

２α＋

　（狉－狇）犛犞犛－狉犞）（犞－犌（犛））＝０（１）
犞
狋＋

１
２σ

２２犞
犛２犛

２α＋

　（狉－狇）犛犞犛－狉犞≤０，犞≥犌（犛） （２）
犞（犜，犛）＝犌（犛），犞（狋，０）＝犌（０），
　犞（狋，犛）＝０，犛→∞ （３）

这里的犌（犛）＝ｍａｘ（犓－犛，０），０≤犛≤∞，０＜狋＜
犜．对于终止期为狋＝犜的美式看跌期权犞（狋，犛），
它存在两个区域，一个是继续持有区域犇１＝｛（狋，
犛）狘０≤狋≤犜，犛（狋）≤犛≤∞｝，在这个区域内
犞（狋，犛）＞犌（犛）；另一个终止区域是犇２＝｛（狋，犛）
狘０≤狋≤犜，０≤犛（狋）≤犛｝，在这个区域内犞（狋，犛）
＝犌（犛）．定义区域犇＝犇１∪犇２．则综合（１）～（３）
式可得ＣＥＶ下有红利支付美式看跌期权定价的
变分方程模型为：求犞（狋，犛），使得
ｍｉｎ｛－犔犞，犞－犌（犛）｝＝０，（狋，犛）∈犇 （４）
犞（犜，犛）＝犌（犛），０≤犛≤∞，犞（狋，犛）＝０，
　犛→∞ （５）

其中
犔＝狋＋

１
２σ

２２
犛２犛

２α＋（狉－狇）犛犛－狉．
这里σ＝犪犛α－１犪（ ）为常数，ＣＥＶ模型（４）（５）和
ＢＳ模型的不同之处是这里的波动率不是常数，而
是由参数α决定的（α∈［０，１］）．当α＝１时，波动
率是一个常数，此时的模型就是标准的ＢＳ模型．

可以通过引进变量
犛＝犓ｅ狓，
犞狋，（）犛＝犓ｅ－１２２（狉－狇）

σ２（ ）－１狓狌狓，（）τ，
狋＝犜－τ１

２σ
２

将变系数方程化为常系数方程求解．当α≠１时就
是一般情况下的ＣＥＶ定价模型．

在ＢＳ模型的数值解法方面，文献［９］运用修
正的粒子群优化算法对波动率进行了估计．文献
［１０］利用四点隐式差分格式给出了有红利支付美
式看涨期权的数值分析．文献［１１］利用三次三角
Ｂ样条配点法对ＢＳ模型进行了数值研究．文献
［１２］运用Ｒｏｍｂｅｒｇ求积法对ＢＳ模型进行了数值

研究．
在ＣＥＶ模型的数值解法方面，文献［１３，１４］

将美式期权定价问题转化为相应的非线性变分问
题，证明了这类模型弱解的存在唯一性．文献［１５］
通过ＢＡＷ方法给出了ＣＥＶ模型的近似解．文献
［１６］则采用ＦｒｏｎｔＦｉｘｉｎｇ变换和ＰＭＬ技巧将
ＣＥＶ模型转为规则区域上的抛物问题，并通过有
限差分法给出了数值解，但并没有对方程的稳定性
和收敛性进行分析．

本文针对支付红利的美式看跌期权的ＣＥＶ
模型定价问题，通过反向归纳的显式差分法求解分
析了差分格式的相容性及差分解的稳定性与收敛
性．数值实验结果表明本文的算法是有效的．
２　有限差分逼近

针对（４）（５）式建立有限差分格式．对时间狋∈
［０，犜］及股票价格犛［０，犛ｍａｘ］进行矩形网格划分：
设Δ狋＝犜犖，则矩形网格共有犖＋１个时间分割点：

０，Δ狋，２Δ狋，…犕Δ狋＝犜．同时，假设Δ狓＝犛ｍａｘ犕，则
共有犕＋１个价格分割点：０，Δ狓，２Δ狓，…犕Δ狓＝
犛ｍａｘ．定义

犞犻犼＝（犻Δ狋，犼Δ狓），φ犼＝犌（犼Δ狓）．
作如下近似替代：
犞
狋≈

犞犻＋１犼－犞犻犼
Δ狋，犞犛≈

犞犻＋１犼＋１－犞犻＋１犼
Δ狓 ，

　
２犞
犛２≈

犞犻＋１犼＋１＋犞犻＋１犼－１－２犞犻＋１犼
Δ狓２ （６）

把式（６）带入（４）（５）式中，注意犛＝犼Δ狓，得
到（犻Δ狋，犼Δ狓）上的网格差分方程为
ｍｉｎ｛－犞

犻＋１犼－犞犻犼
Δ狋－

　１２σ
２犼Δ（）狓２α犞犻＋１犼＋１＋犞犻＋１犼－１－２犞犻＋１犼

Δ狓２ －

　（狉－狇）犼Δ（）狓犞
犻＋１犼＋１－犞犻＋１犼
Δ犺 ＋狉犞犻＋１犼，

　犞犻犼－φ犼｝＝０ （７）
犞犖犼＝φ犼＝犌（犼Δ狓），０≤犻≤犖－１，
　０≤犼≤犕－１ （８）

化简得
犞犻犼＝ｍａｘ｛狆犼犞犻＋１犼－１＋
　２狆犼＋狇犼＋狉Δ狋－（ ）１犞犻＋１犼＋
　（－狆犼－狇犼）犞犻＋１犼＋１，φ犼｝ （９）
犞犖犼＝φ犼＝犌（犼Δ狓），

３６１１
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　０≤犻≤犖－１，０≤犼≤犕－１ （１０）
其中
狆犼＝１２σ

２犼２α（Δ狓）２α－２Δ狋，
狇犼＝（狉－狇）犼Δ狋．

利用φ犼＝犌（犼Δ狓），通过犞犖犼＝φ犼得到犞犖犼的值，再通
过式（９）反向归纳逐步得到犞犻犼（０≤犻≤犖－１，０≤犼
≤犕－１）的值．此方法不用解线性方程组，所以这
是一个显示（倒向）过程．
３　模型相容性、稳定性和收敛性分析
３．１　相容性

定义截断误差为犚（犞狋，（）犛，Δ狋，Δ狓）．
定理３．１　差分格式（９）（１０）式相对于（４）

（５）式是相容的．
证明　对于截断误差犚（犞狋，（）犛，Δ狋，Δ狓），利

用泰勒展开可得
犚（犞狋，（）犛，Δ狋，Δ狓）＝
　犞狋＋犗（Δ狋）＋

１
２σ

２２犞
犛２犛

２α＋犗（Δ狓２）＋

　（狉－狇）犛犞犛＋犗（Δ狓）－狉犞＝

　　　（犞狋＋
１
２σ

２２犞
犛２犛

２α＋（狉－狇）犛犞犛－狉犞）＋
　犗（Δ狋）＋犗（Δ狓）＋犗（Δ狓）２＝

　（犞狋＋
１
２σ

２２犞
犛２犛

２α＋（狉－狇）犛犞犛－狉犞）＋
　犗（Δ狋）＋犗（Δ狓）．

由于犞狋，（）犛是方程
犞
狋＋

１
２σ

２２犞
犛２犛

２α＋狉－（ ）狇犛犞犛－狉犞＝０
的光滑解，代入上式得
犚犞狋，（）犛，Δ狋，Δ（ ）狓＝犗（Δ狋）＋犗Δ（）狓．

当Δ狋→０，Δ狓→０时，
犚（犞狋，（）犛，Δ狋，Δ狓）→０．

所以该格式是相容的．证毕．
３．２　稳定性

根据式（９），由于φ犼是已知的，所以分析差分格
式的稳定性只需研究
犞犻犼＝狆犼犞犻＋１犼－１＋（２狆犼＋狇犼＋狉Δ狋－１）犞犻＋１犼＋
　（－狆犼－狇犼）犞犻＋１犼＋１

的稳定性即可．



我们设

犞^犻＝
犞犻１
犞犻２
…
犞犻犕

熿

燀

燄

燅－１

，^犞犻＋１＝
犞犻＋１１
犞犻＋１２
…
犞犻＋１犕

熿

燀

燄

燅－１

，犘＝
（－狆１－狇１）犞犻＋１０

０
…

（－狆犕－１－狇犕－１）犞犻＋１

熿

燀

燄

燅犕

，

犃＝

２狆１＋狇１＋狉Δ狋－１ －狆１－狇１ … …
狆２ ２狆２＋狇２＋狉Δ狋－１－狆２－狇２…

… … …
… 狆犕－１ …２ 狆犕－１＋狇犕－１＋狉Δ狋－

熿

燀

燄

燅１



．

我们有^犞犻＝犃^犞犻＋１＋犘，其中犻＝犖－１，犖－２，……
０．为使显格式具有稳定性，就要求矩阵族｛犃犻，犻≤
犖｝关于Δ狋一致有界［１７］．

用相似变换将犃对角化，设犃的犕－１个相
异的特征根为λ犼（犼＝１，２，…，犕－１），则稳定性意
味着
｜λ犻犼｜≤犇，犻＝犖－１，犖－２，…，１（犇为定值）（１１）

为证明式（）１１，由Ｇｅｔｓｃｈｇｏｒｉｎ圆盘定理可知：
｜λ犼｜≤｜狆犼｜＋
　｜２狆犼＋狇犼＋狉Δ狋－１｜＋｜－狆犼－狇犼｜≤
　｜狆犼｜＋｜２狆犼＋狇犼－１｜＋｜－狆犼－狇犼｜＋狉Δ狋．

当２狆犼＋狇犼－１≤０且－狆犼－狇犼≤０时，
｜λ犼≤狆犼－２狆犼＋狇犼－（ ）１－
　　－狆犼－狇（ ）犼＋狉Δ狋＝狉Δ狋＋１．

于是
｜λ犻犼｜≤｜（狉Δ狋＋１）犻≤

　｜（狉犜犻＋１）｜
犻
≤ｅ狉犜≤犇（Δ狋≤犜犻）．

所以当２狆犼＋狇犼－１≤０且－狆犼－狇犼≤０时格式稳
定，即
σ２犼２α（Δ狓）２α－２Δ狋＋（狉－狇）犼Δ狋≤１ （１２）

由此，我们有如下定理：
定理３．２　当σ２犼２α（Δ狓）２α－２Δ狋＋（狉－狇）犼Δ狋≤１

４６１１
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时，差分格式（９）（１０）式是稳定的．
３．３　收敛性

由Ｌａｘ等价定理可知，在相容性满足的情况
下稳定性和收敛性是等价的，所以该差分格式是收
敛的．

定理３．３　差分格式（９）（１０）式是收敛的，且
该显示差分格式的解有收敛阶犗（Δ狋＋Δ狓）．

证明　令ε犻犼＝犞（狋犻，犛犼）－犞犻犼为整体截断误差．
作向量犝犻＝ε犻１，ε犻２，…，ε犻犕（ ）－１犜．则收敛性还可以表
示为‖犝犻‖→０（Δ狋→０）．
犞（狋犻，犛犼）＝狆犼犞狋犻＋１，犛犼（ ）－１＋
　２狆犼＋狇犼＋（ ）犫犞狋犻＋１，犛（ ）犼＋
　（－狆犼－狇犼）犞（狋犻＋１，犛犼＋１）＋
　（犔犞（狋犻＋１，犛犼），Δ狋，Δ狓），
犞犻犼＝狆犼犞犻＋１犼－１＋（２狆犼＋狇犼＋犫）犞犻＋１犼＋
　（－狆犼－狇犼）犞犻＋１犼＋１，
ε犻犼＝犞（狋犻，犛犼）－犞犻犼＝
狆犼ε犻＋１犼－１＋２狆犼＋狇犼＋（ ）犫ε犻＋１犼＋
　（－狆犼－狇犼）ε犻＋１犼＋１＋犚（犞（狋犻＋１，犛犼），Δ狋，Δ狓）．

我们设

犝犻＝

ε犻１
ε犻２
…
ε犻犕－２
ε犻犕

熿

燀

燄

燅－１

，犝犻＋１＝

ε犻＋１１
ε犻＋１２
…
ε犻＋１犕－２
ε犻＋１犕

熿

燀

燄

燅－１

，犚犻＋１＝

犚犻＋１１
犚犻＋１２
…
犚犻＋１犕－２
犚犻＋１犕

熿

燀

燄

燅－１

．

则有犝犻＝犃犝犻＋１＋Δ狋犚犻＋１．当满足稳定条件式
（１２）时，‖犃犻‖≤犓（犓为常数）．由相容性可知
犚（犞（狋犻＋１，犛犼），Δ狋，Δ狓）＝犚犻＋１≤
　犆（Δ狋＋Δ狓），犆为常数．

则
犝犻＝犃犝犻＋１＋Δ狋犚犻＋１＝
　犃（犃犝犻＋２＋Δ狋犚犻＋２）＋Δ狋犚犻＋１＝
　犃２犝犻＋２＋Δ狋犃（犚犻＋１＋犚犻＋２）＝…＝

　犃犖－犻犝犖＋Δ狋∑
犖

犼＝犻＋１
犃犼－犻－１犚犼＝

　Δ狋∑
犖

犼＝犻＋１
犃犼－犻－１犚犼，

其中犝犖为初始误差，‖犝犖‖＝０，
‖犝犻‖≤Δ狋∑

犖

犼＝犻＋１
‖犃犼－犻－１‖‖犚犼‖≤

　Δ狋犓∑
犖

犼＝犻＋１
‖犚犼‖≤

　犓Δ狋犖－（ ）犻犆（Δ狋＋Δ狓）≤
　犓犜犆（Δ狋＋Δ狓）．

由此可得该差分方程是收敛的，收敛阶为犗（Δ狋＋Δ狓）．
４　数值实验

考虑一个支付红利的美式看跌期权，其中股票
初始价格犛０＝６０元，执行价格犓＝６０元，期权有
效期犜＝０．５年，无风险利率狉＝１２％，红利率狇
＝２％，波动率σ＝０．３５，弹性因子α＝０．７．假设
股票价格最高犛ｍａｘ＝１００，犕表示空间剖分数，犖
表示时间剖分数，在满足式（）１２的前提下．表１给
出美式看跌期权的数值解，计算结果再次表明本文
算法是收敛且有效的．

表１　美式看跌期权定价
Ｔａｂ．１　ＰｒｉｃｉｎｇｏｆＡｍｅｒｉｃａｎｐｕｔｏｐｔｉｏｎｓ

犕／犖 ２００ ２５０ ３００ ３５０ ４００
１００ ０．８８２０ ０．８８１８ ０．８８１５ ０．８８１４０．８８１２
１５０ ０．８９５８ ０．８９５６ ０．８９５４ ０．８９５３０．８９５１
２００ ０．８９９６ ０．８９９５ ０．８９９３ ０．８９９２０．８９９０
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