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摘　要：本文研究二维和三维情形下四阶奇异摄动问题弱Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元法的构造与分析．
我们引入了弱二阶偏导数算子，对单元内部的位移变量采用连续分片犽（犽≥２）次多项式逼
近，对单元边界上的位移梯度采用间断分片犽－１次多项式逼近．基于ＳｃｏｔｔＺｈａｎｇ和犔２投影
算子的性质，该方法能够得到能量范数的最优误差估计，且针对边界层问题，能够得到与摄动
参数一致无关的收敛阶．数值算例验证了理论结果．
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１　引　言
本文考虑四阶奇异摄动问题的弱Ｇａｌｅｒｋｉｎ有

限元方法［１２５］．假设Ω犚犱（犱＝２，３）是凸多边形或
多面体区域，边界为Ω．考虑下述四阶奇异摄动问
题：求解狌满足

ε２Δ２狌－Δ狌＝犳，ｉｎΩ，
狌＝狌狀＝０，ｏｎ
烅
烄
烆 Ω （１）

其中，实参数０＜ε≤１，狌狀为狌在边界Ω上的外
法向导数，右端项犳∈犔２（Ω）．
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在二维情形下，模型可看作是薄板的线弹性问
题，其中狌代表薄板位移，参数ε定义为

ε＝ 狋３犈
１２（１－ν２）犾２犜，

其中狋为板厚度，犈为弹性材料的杨氏模量，ν为
泊松比率，犾为板直径，犜为板末端施加的各向同
性拉力密度的绝对值［７］．在三维情形下，模型可看
作定常ＣａｈｎＨｉｌｌｉａｒｄ方程的简化，其中ε表示相
分离过度区的长度［３，１１］．

对于标准变分问题，需要构造包含于犎２（Ω）
的有限元空间，即需要构造全局犆１连续的有限元
函数．这类有限元函数的构造十分困难，特别是针
对三维问题．而由于强边界层的影响，协调元在拟
一致网格上也得不到好的逼近结果［１０，１３，１４］．

为克服上述困难，非协调元方法［２５］是一种很
好的选择．作为求解四阶问题的最简单非协调元，
Ｍｏｒｌｅｙ元被经常提到，然而Ｍｏｒｌｅｙ元并不适用于
求解二阶问题．Ｗａｎｇ［１９］证明了Ｍｏｒｌｅｙ元对二阶
问题是不收敛的，Ｎｉｌｓｓｅｎ等［１０］也举出反例说明当
摄动参数ε趋于零时Ｍｏｒｌｅｙ元的解是发散的．
Ｗａｎｇ等［８，２０］提出了一类针对四阶奇异摄动问题
的修正Ｍｏｒｌｅｙ元方法，并将其应用到二维和三维
情形，得到了能量范数关于摄动参数ε的一致收敛
性．此外，基于非标准方法［２３，２４］，Ｂｒｅｎｎｅｒ和Ｎｅｉ
ｌａｎ［１］采用对称犆０内部惩罚法，利用惩罚项代替有
限元函数的犆１连续性得到了关于能量范数的一致
稳定误差估计．
２０１１年，Ｗａｎｇ和Ｙｅ在文献［１６］中首次提出

了用于求解二阶椭圆问题的弱Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ＷＧ）有
限元方法．随后，该方法被大量应用于求解偏微分
方程，如Ｓｔｏｋｅｓ方程［４，１７］、重调和方程［５，９，２１］及弹
性方程［２２］等．

本文利用弱Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方法求解上述四
阶奇异摄动问题：引入弱函数狏＝｛狏０，狏犵｝定义函
数狏的内部狏０及梯度的边界迹狏犵，采用连续分片犽
次多项式逼近弱函数的内部狏０，采用间断分片犽－
１次多项式逼近弱函数的边界迹狏犵．理论分析表明
该方法能够得到能量范数意义下的最优误差估计．
针对边界层问题，也能得到与摄动参数ε无关的一
致稳定估计．

本文剩下部分结构如下：第二节给出常用符号
及弱函数与弱导数的定义；第三节介绍有限元离散
格式；四、五节给出离散格式的误差估计；六、七节
给出数值算例及结论．

２　预备知识
２．１　基本记号

假设犇犚犱，（犱＝２，３）为有界开区域，犿为非
负整数，犎犿（犇）表示区域犇上的犿阶Ｓｏｂｏｌｅｖ空
间，范数和半范数分别记为‖·‖犿，犇，｜·｜犿，犇，内
积记为（·，·）犿，犇．犎犿０（犇）为表示犎犿（Ω）在空间
犆∞０（犇）中的闭包．

令犜犺＝∪｛犜｝表示区域Ω的正则单纯形剖
分，网格尺度犺＝ｍａｘ犜∈犜犺犺犜，其中犺犜为包含单元
犜的最小圆／球的直径．记ε犺＝∪｛犜｝为犜犺中所
有单元边界／面的集合，ε０犺为所有单元内部边／面
的集合，ε犫犺为剖分单元犜的边界边／面的集合．

对任意的正整数犽，犘犽（犜）表示定义在单元犜
上次数不大于犽的所有多项式的集合．记犘犽（犜犺）
为剖分犜犺上的次数不大于犽的分片多项式的集
合，犘犽（犜犺）＝｛狏：狏∈犘犽（犜），犜∈犜犺｝．

在离散Ｓｏｂｏｌｅｖ空间犎犿（犜犺）＝｛狏∈犔２（Ω）：狏
｜犜∈犎犿（犜），犜∈犜犺｝中，定义离散范数及半范

‖狏‖２犿，犺＝∑犜∈犜犺‖狏‖２犿，犜，
狘狏狘２犿，犺＝∑犜∈犜犺狏狘

２犿，犜．
最后，当区域犇＝Ω时，简记‖·‖犿，Ω＝

‖·‖犿，｜·｜犿，Ω＝｜·｜犿．文中用犡犢表示犡≤
犆犢，其中犆为与网格尺度犺及参数ε无关的常数．
２．２　弱函数及弱二阶导数

对任意的单元犜∈犜犺，边界为犜．定义犜上
的弱函数狏＝｛狏０，狏犵｝，其中狏０∈犔２（犜），狏犵＝（狏犵１，
…，狏犵犱）′∈［犔２（犜）］犱，这里狏０表示弱函数狏在单
元犜内部的值，狏犵为弱函数狏的梯度在单元边界
犜上的值．值得注意的是，狏犵并不是狏０在边界
的限制，它们之间没有必然联系．

定义单元犜上的弱函数空间犞（犜）为
犞（犜）＝｛狏＝｛狏０，狏犵｝：狏０∈犔２（犜），
　狏犵∈［犔２（犜）］犱｝．

定义弱函数狏的弱梯度狑狏为
狑狏＝｛狏０，狏犵｝．

记狀＝（狀１，…，狀犱）′为单元边界犜上的单位外法向．
下面定义弱函数狏的离散弱二阶导数２犻犼，狑，犿，犜狏．

定义２．１　对任意的狏∈犞（犜），狏的离散弱二
阶导数２犻犼，狑，犿，犜狏，（犻，犼＝１，…，犱），定义为犘犿（犜）中
存在且唯一的多项式，且对任意的φ∈犘犿（犜）满足

（２犻犼，狑，犿，犜狏，φ）犜＝

２４１１
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　－（犻狏０，犼φ）犜＋〈狏犵犻，φ狀犼〉犜．
为简单起见，在不引起混淆的情况下，下面记

（２犻犼，狑狏）｜犜＝２犻犼，狑，犿，犜（狏｜犜）．
３　弱犌犪犾犲狉犽犻狀有限元离散

假设正整数犽≥２，构造弱Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元空
间
犞犺＝｛狏＝｛狏０，狏犵｝：狏０∈犎１（Ω），
　狏０｜犜∈犘犽（犜），狏犵｜犲∈［犘犽－１（犲）］犱，
　犲犜，犜∈犜犺｝，
犞０犺＝｛狏∈犞犺：狏０∈犎１０（Ω），狏犵｜犲＝０，犲∈ε犫犺｝，

其中狏犵在单元边界犲∈ε犺上为单值函数．定义双线
性型如下：
狊（狏，狑）＝∑犜∈犜犺α〈狏０－狏犵，狑０－狑犵〉犜，

其中α｜犜＝ε２犺－１犜＋ε．则离散格式为：寻找狌犺＝
｛狌０，狌犵｝∈犞０犺，使得
ε２（２狑狌犺，２狑狏）犺＋（狑狌犺，狑狏）犺＋
　狊（狌犺，狏）＝（犳，狏０） （２）

对任意的狏＝｛狏０，狏犵｝∈犞０犺成立，其中
（２狑狌，２狑狏）犺＝
　∑犜∈犜犺∑

犱

犻，犼＝１
（２犻犼，狑，犽－２，犜狌，２犻犼，狑，犽－２，犜狏）犜，

（狑狌犺，狑狏）犺＝∑犜∈犜犺（狌０，狏０）犜．
引理３．１　对任意的狏＝｛狏０，狏犵｝∈犞０犺，定义
‖狏‖２ε＝ε２（２狑狏，２狑狏）犺＋（狑狏，狑狏）犺＋狊（狏，狏）．

则‖狏‖ε是线性空间犞０犺上的范数．
证明　我们仅需证明‖狏‖ε的正定性．假设

存在函数狏∈犞０犺，使得‖狏‖ε＝０．则由‖狏‖ε的定
义可得２犻犼，狑狏＝０，犻，犼＝１，…，犱，犻狏０＝狏犵犻及狏０＝
０．根据狏０＝０及狏０∈犎１０（Ω）可得狏０≡０．又由
犻狏０＝狏犵犻可得狏犵犻＝０，犻＝１，…，犱．证毕．

定理３．２　离散方程（２）的解存在且唯一．
证明　由于线性方程（２）的方程个数等于未知

量个数，即解的存在性等价于唯一性，我们仅需证
明解的唯一性．假设存在解狌１犺和狌２犺满足离散方
程．令犲犺＝狌１犺－狌２犺．根据离散方程的定义，可以
得到
ε２（２狑犲犺，２狑狏）犺＋（狑犲犺，狑狏）犺＋
　狊（犲犺，狏）＝０，狏∈犞０犺．

由于犲犺＝狌１犺－狌２犺∈犞０犺，在上式中取狏＝犲犺可得
ε２（２狑犲犺，２狑犲犺）犺＋（狑犲犺，狑犲犺）犺＋
　狊（犲犺，犲犺）＝０，

根据‖狏‖２ε范数的定义．有犲犺＝０．证毕．
４　误差分析
４．１　犔２投影及逼近性质

本节给出关于ＳｃｏｔｔＺｈａｎｇ插值算子的定义
及在误差分析中有用的不等式．下面先给出投影的
定义及性质．

引理４．１［９］　假设犽≥２，犱＝２，３．则存在
ＳｃｏｔｔＺｈａｎｇ插值算子犙０：犎２（Ω）→犎１（Ω）∩犘犽
（犜犺），使得下面等式成立：

（犙０狌，狏）犜＝（狌，狏）犜，狏∈犘犽－犱－１（犜），
　犽≥犱＋１，犜∈犜犺，
〈犙０狌，狏〉犲＝〈狌，狏〉，狏∈犘犽－犱（犲），
　犽≥犱，犲∈ε犺．
在剖分犜犺上，对狏∈犎２（Ω）．定义犎２（Ω）到

犞犺的投影犙犺狌：犙犺狏＝｛犙０狏，犙犫狏｝，其中犙０为
引理４．１中定义的ＳｃｏｔｔＺｈａｎｇ插值算子，犙犫为
［犔２（犲）］犱到［犘犽－１（犲）］犱的标准犔２投影．

引理４．２　对任意的单元犜∈犜犺，定义标准
犔２投影Π犺：犔２（犜）→犘犽－２（犜）．则对任意狏∈犎２
（犜），投影犙犺具有如下的交换性：
２犻犼，狑（犙犺狏）＝Π犺（２犻犼狏），犻，犼＝１，…，犱 （３）
证明　对任意的狏∈犎２（犜），φ∈犘犽－２（犜），根

据离散弱二阶导数的定义及投影的性质，利用分部
积分可得

（２犻犼，狑（犙犺狏），φ）犜＝
　－（犻犙０狏，犼φ）犜＋〈犙犫（犻狏），φ狀犼〉犜＝
　（犙０狏，２犼犻φ）犜－〈犙０狏，犼φ狀犻〉犜＋
　〈犙犫（犻狏），φ狀犼〉犜＝
　（狏，２犼犻φ）犜－〈狏，犼φ狀犻〉犜＋〈犻犞，φ狀犼〉犜＝
　（２犻犼狏，φ）犜＝（Π犺２犻犼狏，φ）犜．

证毕．
根据文献［１２，１５］，有下面的误差估计．
引理４．３　假设犜犺为区域Ω的单纯型正则

剖分．则对任意的狏∈犎犿＋１（Ω），下面不等式成立
犺２狊｜狌－犙０狌｜２狊，犺犺２犿＋２｜狌｜２犿＋１，
　０≤狊≤犿≤犽 （４）
∑犜∈犜犺‖狌－犙０狏‖２犜犺

２犿＋１狘狏狘２犿＋１，
　０≤犿≤犽 （５）
引理４．４　假设犜犺为区域Ω的正则单纯型

有限元剖分，犜∈犜犺．则对任意的狏∈犎犿＋１（犜），下
面不等式成立：

‖狌－犙犫狏‖犜犺犿＋１／２｜狏｜犿＋１，犜，
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　０≤犿≤犽－１ （６）
犺狊犜｜２犻犼狏－Π犺２犻犼狏｜狊，犜犺犿－１｜狏｜犿＋１，犜，
　１≤狊＋１≤犿≤犽 （７）
‖２犻犼狏－Π犺２犻犼狏‖犜犺犿－３／２｜狏｜犿＋１，犜，
　２≤犿≤犽 （８）

４．２　误差方程
假设狌犺＝｛狌０，狌犵｝为离散方程（２）的解．方程

（１）的真解狌到弱有限元空间犞ｈ中的投影为
犙犺狌＝｛犙０狌，犙犫（狌）｝．

记误差函数犲犺＝犙犺狌－狌犺＝｛犲０，犲犵｝．下面给出离散
格式的误差方程．

引理４．５　假设狌犺＝｛狌０，狌犵｝为离散方程（２）
的解，狌∈犎３（Ω）为方程（１）的真解．则误差函数犲犺
满足下述方程
ε２（２狑犲犺，２狑狏）犺＋（狑犲犺，狑狏）犺＋
　狊（犲犺，狏）＝犈（狌，狏） （９）

对任意的狏＝｛狏０，狏犵｝∈犞０犺成立，其中
犈（狌，狏）＝ε２∑犜∈犜ｈ∑

犱

犻，犼＝１
〈（Π犺２犻犼狌－２犻犼狌）狀犼，

　犻狏０－狏犵犻〉犜＋（（犙０狌－狌），狏０）犺＋
　狊（犙犺狌，狏）．
证明　由狌犺为离散方程（２）的解，则对任意的

狏∈犞０犺，下面等式成立：
ε２（２狑狌犺，２狑狏）犺＋（狑狌犺，狑狏）犺＋
　狊（狌犺，狏）＝（犳，狏０）．

根据投影算子的定义及交换性（３）、弱二阶导数的
定义，利用分部积分可得

（２犻犼，狑（犙犺狌），２犻犼，狑狏）犜＝（Π犺２犻犼狌，２犻犼，狑狏）犜＝
　－（犼（Π犺（２犻犼狌）），犻狏０）犜＋
　〈Π犺２犻犼狌狀犼，狏犵犻〉犜＝
　（Π犺（２犻犼狌），２犻犼狏０）犜－
　〈Π犺２犻犼狌狀犼，犻狏０－狏犵犻〉犜＝
　（２犻犼狌，２犻犼狏０）犜－〈Π犺２犻犼狌狀犼，犻狏０－狏犵犻〉犜．

对（２狑犙犺狌，２狑狏）犺，由狌∈犎３（Ω），狏０∈犎１０（Ω），利用
分部积分知上式等于

（２狑犙犺狌，２狑狏）犺＝∑犜∈犜犺∑
犱

犻，犼＝１
（－（３犻犼犼狌，犻狏０）犜－

　〈Π犺２犻犼狌狀犼，犻狏０－狏犵犻〉犜＋〈２犻犼狌狀犼，犻狏０〉犜）＝
　（Δ２狌，狏０）ｈ－∑犜∈犜ｈ∑

犱

犻，犼＝１
〈（Π犺２犻犼狌－２犻犼狌，

　（犻狏０－狏犵犻）狀犼〉犜．
由犳＝ε２Δ２狌－Δ狌及狏０∈犎１０（Ω），根据分部积分
可得

（犳，狏０）＝ε２（Δ２狌，狏０）犺－（Δ狌，狏０）犺＝

　ε２（Δ２狌，狏０）犺＋（狌，狏０）犺－
　∑犜∈犜犺〈狌·狀，狏０〉犜＝
　ε２（Δ２狌，狏０）犺＋（狌，狏０）犺．

结合上述三个等式，可得误差方程成立．证毕．
４．３　误差估计

本节将给出关于离散形式（２）的误差估计．根
据误差方程（９），我们需要估计函数犈（狌，狏）．为简
单起见，记
犈（狌，狏）＝
　ε２∑犜∈犜ｈ∑

犱

犻，犼＝１
〈（Π犺２犻犼狌－２犻犼狌）狀犼，犻狏０－狏犵犻〉犜＋

　（（犙０狌－狌），狏）犺＋狊（犙犺狌，狏）：＝
　∑

３

１
犈犻（狌，狏），

其中犈犻（狌，狏）每一项一一对应．
定理４．６　对任意的整数犽≥２，假设狌∈

犎犽＋１（Ω）是方程（１）的精确解，狌犺∈犞犺是离散方程
（２）的解．则有下面的误差估计

‖犙犺狌－狌犺‖ε（ε＋犺）犺犽－１｜狌｜犽＋１ （１０）
证明　根据误差方程（９），我们需要估计函数

犈（狌，狏）．对犈２（狌，狏），由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式
及投影误差估计（４）可得
｜犈２（狌，狏）｜＝｜（（犙０狌－狌），狏０）犺｜
　犺犽｜狌｜犽＋１｜狏０｜１．

对犈１（狌，狏），由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式及投影误
差估计（８）可得
狘犈１（狌，狏）狘＝
　ε２狘∑犜∈犜犺∑

犱

犻，犼＝１
〈（Π犺２犻犼狌－２犻犼狌，（犻狏０－狏犵犻）狀犼〉Ｔ狘

　ε（∑犜∈犜ｈ∑
犱

犻，犼＝１
犺犜‖Π犺２犻犼狌－

２犻犼狌‖２犜）１／２（∑犜∈犜犺ε
２犺－１犜‖狏０－狏犵‖２犜）１／２

　　ε犺犽－１｜狌｜犽＋１‖狏‖ε．
对犈３（狌，狏），由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式、三角不等
式、投影误差估计（５）及（６）可得
狘犈３（狌，狏）狘＝
　狘∑犜∈犜犺α〈犙０狌－犙犫（狌），狏０－狏犵〉犜狘≤
　狘∑犜∈犜犺ε

２犺－１犜〈犙０狌－犙犫（狌），狏０－狏犵〉犜狘＋

　狘∑犜∈犜犺ε〈犙０狌－犙犫（狌），狏０－狏犵〉犜狘
　ε（∑犜∈犜犺犺

－１犜‖犙０狌－
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　犙犫（狌）‖２犜）１／２（∑犜∈犜犺ε
２犺－１犜‖狏０－狏犵‖２犜）１／２＋

　（∑犜∈犜犺犺犜‖犙０狌－犙犫（狌）‖２犜）
１／２

　（∑犜∈犜犺ε
２犺－１犜‖狏０－狏犵‖２犜）１／２

　（ε＋犺）犺犽－１｜狌｜犽＋１‖狏‖ε．
　　综上，由范数‖狏‖ε的定义，利用三角不等式
可以得到误差估计（１０）．证毕．
５　边界层和一致收敛性

从定理４．６的误差估计结果可知，能量范数半
范（ε＋犺）｜狌｜犽＋１有犽－１次最优收敛阶，但当ε趋于
零时｜狌｜犽＋１可能趋于无穷大．Ｎｉｌｓｓｅｎ等在文献
［１０］中给出一个反例，说明当ε→０时该反例的
狘狌狘２和狘狌狘３均趋于无穷大，这时上述误差估计
失效．由此需要估计能量范数与｜狌｜犽，｜狌｜犽＋１无关
的误差估计．

假设Ω犚２为凸多边形区域，狌０是下面退化
问题的解

－Δ狌０＝犳，ｉｎΩ，
狌０＝０，ｏｎ｛ Ω

（１１）

由文献［６］，有狌０∈犎２（Ω）且满足正则性估计
‖狌０‖犎２（Ω）‖犳‖犔２（Ω）．
在文献［１０］中，Ｎｉｌｓｓｅｎ给出方程的先验估计．
引理５．１　假设犳∈犔２（Ω），狌∈犎２０（Ω）∩

犎３（Ω）为方程（１）的真解，狌０∈犎１０（Ω）∩犎２（Ω）
为退化问题（１１）的解．则存在与ε，犳无关的常数
犆，使得下述不等式成立
ε１／２狘狌狘２＋ε３／２狘狌狘３≤犆‖犳‖０，
狘狌－狌０狘１≤犆ε１／２‖犳‖０．
定理５．２　对任意的正整数犽≥２，假设狌∈

犎３（Ω）和狌犺∈犞犺分别为方程（１）的精确解及离散
方程（２）的解，则有下述误差估计

‖犙犺狌－狌犺‖ε犺１／２‖犳‖０ （１２）
证明　根据ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式、三角不

等式、投影误差估计（４）及引理５．１可得
｜犈２（狌，狏）｜＝｜（（犙０狌－狌），狏０）犺｜
　（｜狌－狌０－犙０（狌－狌０）｜１＋
　｜狌０－犙０狌０｜１）｜狏０｜１
　（犺１／２（ε－１／２｜狌－狌０｜１）１／２（ε１／２｜狌－狌０｜２）１／２＋
　犺｜狌０｜２）｜狏０｜１犺１／２‖犳‖０‖狏０‖ε．

由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式、迹不等式、投影误差估
计（８）及引理５．１得到

　狘犈１（狌，狏）狘ε２（∑犜∈犜犺∑
犱

犻，犼＝１
‖Π犺２犻犼狌－

２犻犼狌‖２犜）１２（∑犜∈犜犺∑
犱

犻，犼＝１
‖（犻狏０－狏犵犻）狀犼‖２犜）１２

ε３／２（∑犜∈犜犺∑
犱

犻，犼＝１
‖Π犺２犻犼狌－２犻犼狌‖２犜）１２·

（∑犜∈犜犺∑
犱

犻，犼＝１
ε‖（犻狏０－狏犵犻）狀犼‖２犜）１２

犺１／２ε３／２｜狌｜３‖狏‖ε犺１／２‖犳‖０‖狏‖ε．
同理，我们可以得到
狘犈３（狌，狏）狘＝狘∑犜∈犜犺α〈犙０狌－
　犙犫（狌），狏０－狏犵〉犜狘≤
　狘∑犜∈犜犺ε

２犺－１犜〈犙０狌－犙犫（狌），狏０－狏犵〉犜狘＋

　狘∑犜∈犜犺ε〈犙０狌－犙犫（狌），狏０－狏犵〉犜狘
　ε（∑犜∈犜犺犺

－１犜‖犙０狌－

　犙犫狌）‖２犜）１／２（∑犜∈犜犺ε
２犺－１Ｔ‖狏０－狏犵‖２犜）１／２＋

　ε１／２（∑犜∈犜犺‖犙０狌－犙犫狌）‖２犜）
１／２·

　（∑犜∈犜犺ε‖狏０－狏犵‖２犜）
１／２

　犺１／２ε｜狌｜１／２２｜狌｜１／２３‖狏‖ε＋犺１／２ε１／２｜狌｜２‖狏‖ε
　犺１／２‖犳‖０‖狏‖ε．
综合上述三个不等式，利用三角不等式可得式（１２）．
证毕．
６　数值算例

本节将给出两个数值算例．通过数值试验我们
得到了与理论一致的数值结果．

例６．１　设区域Ω＝［０，１］×［０，１］，狌（狓，狔）
＝（ｓｉｎ（π狓）ｓｉｎ（π狔））２为问题（１）的精确解．对ε≥
０，右端项犳满足方程犳＝ε２Δ２狌－Δ狌．

对计算区域Ω，我们采用正则２×狀×狀网格剖
分，记网格尺度犺＝１／狀．我们对狏０采用连续分片
二次多项式逼近，狏ｇ采用分片线性多项式逼近．针
对不同参数ε及网格尺度犺，表１列举了能量范数
的相对误差‖犙犺狌－狌犺‖ε／‖犙犺狌‖ε．可以看出，针
对不同的ε，能量范数具有１精度，当ε接近０时，
能量范数能达到２阶精度，与理论一致．

例６．２　设区域Ω＝［０，１］×［０，１］，狌（狓，狔）＝
ε（犲－狓／ε＋犲－狔／ε）－狓２狔为方程（１）的精确解，源项犳
＝２狔．
注意到当ε接近零时狌具有边界层
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表１　能量范数的相对误差（例６．１）
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｉｎｔｈｅｅｎｅｒｇｙｎｏｒｍ（Ｅｘａｍｐｌｅ６．１）

ε＼犺 ２－２ ２－３ ２－４ ２－５ ２－６
２０ ６．４８Ｅ０１ ３．７７Ｅ０１ ２．０６Ｅ０１ １．０８Ｅ０１ ５．５７Ｅ０２
阶 － ０．８６ ０．９４ ０．９７ ０．９９
２－２ ６．４８Ｅ０１ ３．７７Ｅ０１ ２．０６Ｅ０１ １．０８Ｅ０１ ５．５７Ｅ０２
阶 － ０．７８ ０．８７ ０．９３ ０．９６
２－４ ３．１６Ｅ０１ １．５９Ｅ０１ ８．４６Ｅ０２ ４．５９Ｅ０２ ２．４５Ｅ０２
阶 － ０．９９ ０．９１ ０．８８ ０．９０
２－６ １．７８Ｅ０１ ６．０３Ｅ０２ ２．３６Ｅ０２ １．１２Ｅ０２ ５．８５Ｅ０３
阶 － １．５６ １．３５ １．６６ １．３６
２－８ １．４９Ｅ０１ ４．２５Ｅ０２ １．２０Ｅ０２ ３．８０Ｅ０３ １．４９Ｅ０３
阶 － １．８１ １．８２ １．６６ １．３６
２－１０ １．４３Ｅ０１ ３．９３Ｅ０２ １．０３Ｅ０２ ２．７０Ｅ０３ ７．４９Ｅ０４
阶 － １．８６ １．９４ １．９３ １．８５

　　狘狌狘２≈ε－１／２，狘狌狘３≈ε－３／２．
我们采用与算例６．１中相同的网格剖分及多项式
逼近．从表２中可以看出，当ε接近１时能够得到１

阶精度，当ε趋于０时能量范数的收敛阶降为０．５
阶．可以注意到当ε／犺比值相同时范数具有相同的
收敛阶，与定理５．２的理论结果一致．

表２　能量范数的相对误差（例６．２）．
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｉｎｔｈｅｅｎｅｒｇｙｎｏｒｍ（Ｅｘａｍｐｌｅ６．２）

ε＼犺 ２－２ ２－３ ２－４ ２－５ ２－６
２０ １．４２Ｅ０１ ７．６２Ｅ０２ ３．９７Ｅ０２ ２．０３Ｅ０２ １．０２Ｅ０２
阶 － ０．９０ ０．９４ ０．９７ ０．９８
２－１ １．３５Ｅ０１ ７．５１Ｅ０２ ４．０２Ｅ０２ ２．０９Ｅ０２ １．０６Ｅ０２
阶 － ０．８５ ０．９０ ０．９５ ０．９７
２－２ １．６７Ｅ０１ ９．７３Ｅ０２ ５．３９Ｅ０２ ２．８６Ｅ０２ １．４８Ｅ０２
阶 － ０．７８ ０．８５ ０．９１ ０．９５
２－３ ２．２７Ｅ０１ １．３９Ｅ０１ ７．９８Ｅ０２ ４．３８Ｅ０２ ２．３１Ｅ０２
阶 － ０．７１ ０．８０ ０．８７ ０．９２
２－４ ３．１６Ｅ０１ １．５９Ｅ０１ ８．４６Ｅ０２ ４．５９Ｅ０２ ２．４５Ｅ０２
阶 － ０．６０ ０．７２ ０．８１ ０．８８
２－５ ２．８２Ｅ０１ ２．０９Ｅ０１ １．３８Ｅ０１ ８．３６Ｅ０２ ４．７６Ｅ０２
阶 － ０．４３ ０．６０ ０．７３ ０．８１
２－６ １．７８Ｅ０１ ６．０３Ｅ０２ ２．３６Ｅ０２ １．１２Ｅ０２ ５．８５Ｅ０３
阶 － ０．２６ ０．４３ ０．６０ ０．７３
２－７ １．９５Ｅ０１ １．７８Ｅ０１ １．４９Ｅ０１ １．１１Ｅ０１ ７．３１Ｅ０２
阶 － ０．１４ ０．２６ ０．４２ ０．６０
２－８ １．４９Ｅ０１ ４．２５Ｅ０２ １．２０Ｅ０２ ３．８０Ｅ０３ １．４９Ｅ０３
阶 － ０．０７ ０．１４ ０．２５ ０．４２

７　结　论
本文研究了四阶奇异摄动问题的弱Ｇａｌｅｒｋｉｎ

有限元方法．我们利用犆０连续函数逼近位移变量，
避免了构造犆１连续高次多项式的困难并减小了计

算量．同时，通过恰当的空间匹配，选取合适的稳定
项系数，我们得到与摄动参数ε一致无关的误差估
计，克服边界层效应．方法的构造方式能够应用于
其它非稳态抛物摄动问题，如非稳态的Ｃａｈｎ
Ｈｉｌｌｉａｒｄ型方程等．
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