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犛狅犿犲犫犪狊犻犮犪狉犻狋犺犿犲狋犻犮狆狉狅狆犲狉狋犻犲狊狅犳犪犮犾犪狊狊狅犳犙犮狌狉狏犲狊

犚犈犖犢狌犪狀

（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＣａｐｉｔａｌＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００３７，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｂｙｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒｒｉｎｇｏｆ

犓 ＝犙（ －槡 犇）ｆｏｒａｎｙｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ犇ｃｏｎｇｒｕｅｎｔｔｏ３ｍｏｄｕｌｏ４ａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｉｒｂａｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ．

ＯｕｒｒｅｓｕｌｔｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｔｈｏｓｅｏｆＧｒｏｓｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ＥｌｌｉｐｔｉｃＣｕｒｖｅ；Ｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ；Ｑｃｕｒｖｅ

（２０００ＭＳＣ１４Ｈ５２）

１　犐狀狋狉狅犱狌犮狋犻狅狀

Ｉｎｎｕｍｂｅｒｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃ

ｃｕｒｖｅｓｏｖｅｒａｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｈａｓｂｅｅｎａｎａｒｅａｏｆ

ｇｒｅａｔｉｎｔｅｒｅｓｔｓ．Ｔｏｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｔ，ｍｕｃｈｅｆｆｏｒｔ

ｈａｖｅｂｅｅｎｄｅｖｏｔｅｄｔｏｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅｃｏｎｇｒｕｅｎｔ

ｎｕｍｂｅｒｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ犈：狔
２狕 ＝狓３ －狓狕２（Ｓｅｅ，ｆｏｒ

ｅｘａｍｐｌｅ，Ｒｅｆ．［１，２］）．

Ｔｈｅｃｏｎｇｒｕｅｎｔｎｕｍｂｅｒｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｉｓａｎｅｌｌｉｐｔｉｃ

ｃｕｒｖｅｗｉｔｈＣＭｂｙｔｈｅＧａｕｓｓｉｎｔｅｇｅｒｒｉｎｇ犣［ｉ］．Ｉｎ

Ｒｅｆ．［３］，　Ｇｒｏｓｓｄｅｆｉｎｅｄｓｏｍｅｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈ

ｃｏｍｐｌｅｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｂｙｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒｒｉｎｇｏｆ犓 ＝

犙（ －槡 狆）ｆｏｒａｎｙｐｒｉｍｅ狆ｃｏｎｇｒｕｅｎｔｔｏ３ｍｏｄｕｌｏ４

（ｓｅｅａｌｓｏＲｅｆ．［４］）．Ｉｎｔｈａｔｐａｐｅｒ，Ｇｒｏｓｓａｌｓｏｅｓｔａｂ

ｌｉｓｈｅｄｔｈｅｂａｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｓｕｃｈｃｕｒｖｅｓ，ｓｕｃｈａｓ

ｔｈｅｉｒｒａｔｉｏｎａｌｔｏｒｓｉｏｎｇｒｏｕｐｓ，εｆａｃｔｏｒｓ，ｅｎｄｏｍｏｒ

ｐｈｉｓｍｒｉｎｇｓａｎｄｍｏｄｕｌａｒｉｔｙ．

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｗｉｌｌｇｅｎｅｒａｌｉｚｅＧｒｏｓｓ＇ｒｅ

ｓｕｌｔｓｔｏｔｈｅｃａｓｅ犓 ＝犙（ －槡 犇）ｗｉｔｈ犇ａｎｙｐｏｓｉ

ｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｃｏｎｇｒｕｅｎｔｔｏ３ｍｏｄｕｌｏ４，ｗｈｉｃｈｗｉｌｌ

ｂｅｃａｌｌｅｄＧｒｏｓｓｃｕｒｖｅｓ．Ｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅＧｒｏｓｓｃｕｒｖｅｓｆｒｏｍｔｈｅｐｏｉｎｔｏｆｖｉｅｗ

ｏｆＣＭｔｈｅｏｒｙ．Ｌｅｔ犈ｂｅａｎｙｓｕｃｈｃｕｒｖｅａｎｄ犉 ＝

犙（犼（犈）），ｔｈｅｎｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓｃａｎｂｅｓｕｍｍａ

ｒｉｚｅｄａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

犜犺犲狅狉犲犿１１　 （１）犈（犉）ｔｏｒ 犣／２犣ｏｒ０，ａｃ

ｃｏｒｄｉｎｇｔｏｗｈｅｔｈｅｒ（
２

犇
）＝１ｏｒ－１；

（２）Ｔｈｅεｆａｃｔｏｒｏｆ犔（犈，狊）ｅｑｕａｌｓｔｏ（
２

犇
）；

（３）Ｔｈｅｒｅｉｓａ ｎｏｎｔｒｉｖｉａｌ ｍｏｒｐｈｉｓｍ π：

犡０（犇
２）→犈ｏｖｅｒ犉，ｗｈｅｒｅ犡０（犇

２）ｉｓｔｈｅｍｏｄｕ

ｌａｒｃｕｒｖｅｏｆｌｅｖｅｌ犇２．

Ｉｔｉｓｈｏｐｅｄｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｈｅｒｅｗｉｌｌｂｅｕｓｅｆｕｌ
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ｆｏｒｆｕｒｔｈｅｒｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆ

ｔｈｅＧｒｏｓｓｃｕｒｖｅｓ．

２　犆狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀狅犳狋犺犲犌狉狅狊狊犮狌狉狏犲狊

Ｌｅｔ犇ｂｅａｓｑｕａｒｅｆｒｅｅｉｎｔｅｇｅｒｗｉｔｈ犇 ＞３ａｎｄ

犇 ≡ （ ）３ ｍｏｄ４ ．

Ｌｅｔ犓 ＝犙（ －槡 犇），犗ｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒｒｉｎｇｏｆ犓，

犎 ＝ｔｈｅＨｉｌｂｅｒｔｃｌａｓｓｆｉｅｌｄｏｆ犓．Ｆｏｒａｎｙｉｄｅａｌ犪

犗，ｌｅｔ犓（犪）ｂｅｔｈｅｒａｙｃｌａｓｓｆｉｅｌｄｍｏｄｕｌｏ犪．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍφ０：

犓×（∏
狏
犗×
狏 ）→犓

×（犗×
∞：＝犆

×）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

（１）φ０狘犓× ＝ｉｄ犓
×；

（２）

Ｈｅｒｅδｍａｐｓ狓 ＝犪＋犫
１＋ －槡 犇

２
（犪，犫 ∈ ）ｔｏ

（
狓　 ｍｏｄ －槡（ ）犇

犇
）＝ （

犪＋
犫
２

犇
），ｗｈｅｒｅ（

·

犇
）ｉｓ

ｔｈｅＪａｃｏｂｉｓｙｍｂｏｌ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ犇 ≡ （ ）３ ｍｏｄ４ ｅｎ

ｓｕｒｅｓｔｈｉｓφ０ｉｓｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄ．

Ｆｒｏｍ

０→犓
× （Π狏犗

×
狏）→犃犓× →犆犾（犓）→０

ｗｅｇｅｔ

０→Ｈｏｍ（犆犾（犓），犓
－
×）→Ｈｏｍ（犃犓×，犓

－
×）

　 →Ｈｏｍ（犓
× （∏狏

犗×
狏），犓

－
×）→０

ｂｅｃａｕｓｅＥｘｔ１（犆犾（犓），犓
－
×）＝０ａｓ犓

－
×ｉｓｄｉｖｉｓｉｂｌｅ

ｈｅｎｃｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．Ｆｒｏｍｔｈｉｓ，ｗｅｈａｖｅ

犜犺犲狅狉犲犿２１　Ｔｈｅｒｅｉｓａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｈｏｍｏ

ｍｏｒｐｈｉｓｍφ：Ａ
×
犓 →犓

－
×ｓｕｃｈｔｈａｔφ狘犓×（∏

狏

犗
×
狏
） ＝φ０，

ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｔｈｉｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒ ｉｓ ｏｆ ｃｏｎｄｕｃｔｏｒ

（ －槡 犇）．Ｔｈｉｓｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｕｎｉｑｕｅｕｐｔｏａｃｈａｒ

ａｃｔｅｒｏｆ犆犾（犓）．

Ｌｅｔχ：犃
×
犎 → 犓

×ｂｅｄｅｆｉｎｅｄａｓχ ＝φ犖
犎
犓，

ｗｈｅｒｅ犖犎
犓ｉｓｔｈｅｎｏｒｍ ｍａｐ．ＢｙｔｈｅＣＭｔｈｅｏｒｙ，

ｔｈｅｒｅｉｓａｕｎｉｑｕｅｉｓｏｇｅｎｙｃｌａｓｓｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓｏ

ｖｅｒ犎ｗｉｔｈＣＭｂｙ犗ａｎｄｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｃｈａｒａｃｔｅｒχ

．Ｗｅｗｉｌｌｃａｌｌａｎｙｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓｉｎｔｈｉｓｉｓｏｇｅｎｙ

ｃｌａｓｓａＧｒｏｓｓｃｕｒｖｅｏｆｌｅｖｅｌ犇．

Ｆｒｏｍｎｏｗｏｎ，ｗｅｆｉｘａｎｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ犈ｉｎ

ｔｈｉｓｉｓｏｇｅｎｙｃｌａｓｓａｎｄｌｅｔ犉 ＝犙（犼（犈））．Ｔｈｅｎｗｅ

ｈａｖｅＧａｌ（犎／犉）＝＜τ ＞犣／（２）ａｎｄＧａｌ（犎／犙）

犆犾（犓） ＜τ＞ ，ｗｉｔｈτａｃｔｓａｓｉｎｖｅｒｓｅ．

３　犚犪狋犻狅狀犪犾狋狅狉狊犻狅狀狆狅犻狀狋狊犪狀犱狋犺犲ε－

犳犪犮狋狅狉狊

Ｒｅｃａｌｌｔｈａｔ（ｓｅｅＲｅｆ．［３］，Ｃｈａｐｔｅｒ１）ｆｏｒａｎｙ

ｎｏｎｚｅｒｏｐｒｉｍｅ狆ｏｆ犗，ｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆ犌犎ｏｎ犈［狆］ｉｓ
ｇｉｖｅｎｂｙρ狆：Ｇ犎 →Ａｕｔ（犈［狆］）ｗｈｉｃｈｓｅｎｄｉｎｇ狓 ＝

（狓狏）ｔｏχ（狓）·犖
犎
犓狆狆
（ｘ）ｆｏｒａｎｙ狓 ∈ Ａ×犎．Ｔｈｉｓａｌ

ｌｏｗｓｕｓｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅ犎 －ｒａｔｉｏｎａｌｔｏｒｓｉｏｎ

ｐｏｉｎｔｓａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

犘狉狅狆狅狊犻狋犻狅狀３．１　Ｌｅｔ犱 ∈犣ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ（犱，犇）

＝１，犱≡ （ ）１ ｍｏｄ４ ａｎｄ犈
（犱）ｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃｔｗｉｓｔｏｆ

犈ｂｙ犱．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

（１）Ｉｆ（２）ｓｐｌｉｔｓｉｎ犓，ｔｈｅｎ犈（犎）ｔｏｒ ＝犈［２］

ａｎｄ犈（犉）ｔｏｒ 犣／２犣；

（２）Ｉｆ（２）ｉｓｉｎｅｒｔｉａｉｎ犓 ，ｔｈｅｎ

犈（犎）ｔｏｒ ＝犈（犉）ｔｏｒ  ｛１｝．

犘狉狅狅犳　Ｗｈｅｎ犇ｉｓａｐｒｉｍｅ，ｔｈｉｓｈａｓｂｅｅｎｐｒｏｖｅｄ

ｉｎＲｅｆ．［３］，ｓｏｗｅｍａｙａｓｓｕｍｅ犇ｉｓｎｏｔａｐｒｉｍｅ．

Ｎｏｔｅｔｈａｔａｓ（－犱，犇）＝１ａｎｄ犱≡ （ ）１ ｍｏｄ４ ，犈
（犇）

ｈａｓｇｏｏｄｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｔｐｌａｃｅｓｏｆ犎ｏｖｅｒ（２）ａｎｄｂａｄｒｅ

ｄｕｃｔｉｏｎａｔｔｈｏｓｅｄｉｖｉｄｉｎｇ犱犇．

Ｌｅｔ狆ｂｅａｎｏｎｚｅｒｏｐｒｉｍｅｏｆ犗．Ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔ
ｉｆ（狆）３，ｔｈｅｎ犈［狆］Ｅ（Ｈ）Ｔｈｉｓｉｓｂｅｃａｕｓｅｉｆ
（狆，Ｄ）＝ １，ｔｈｅｎ犈ｈａｓｇｏｏｄｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｔｔｈｅ
ｐｌａｃｅｓｏｆ犎ｏｖｅｒ狆．ＴｈｅｎｂｙｔｈｅＬｕｂｉｎＴａｔｅｔｈｅｏ
ｒｙ，ｗｅｈａｖｅＧａｌ（犎（犈［狆］）／犎） （犗／狆）×ａｎｄｓｏ
犈［狆］犈（犎）．Ｉｆ狆î 犇 ，ｗｅｃｈｏｏｓｅａｎｏｔｈｅｒ

ｐｒｉｍｅ狇ｏｆ犗ｗｈｉｃｈａｌｓｏｄｉｖｉｄｅｓ犇ａｎｄ狑ａｐｌａｃｅｏｆ
犎ｏｖｅｒ狇．Ｂｙｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆφ，ｔｈｅｒｅｉｓｓｏｍｅ
狓狇∈Ｏ

×
狇ｓｕｃｈｔｈａｔφ（狓狇）＝－１；ａｓ犎ｏｖｅｒ犓ｉｓｕｎ

ｒａｍｉｆｉｅｄｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ，ｔｈｅｒｅｉｓ狔狑 ∈ 犗×犎狑 ｗｉｔｈ

犖犎狑
犓狇
（ｙ狑）＝狓狇．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅρ狆（（．．，ｙ狑，．．．））＝

φ（狓狇）＝－１，ｓｏａｌｓｏ犈［狆］犈（犎）．Ｔｈｉｓｐｒｏｖｅｓ
ｔｈｅｃｌａｉｍ．

Ｉｆ（２）ｉｓｉｎｅｒｔｉａｉｎ犓，ｔｈｅｎ＃犽（狆）３ｆｏｒａｎｙ
狆，ｓｏｐｒｏｖｅｓｔｈｅｓｅｃｏｎｄａｓｓｅｒｔｉｏｎ．

Ｉｆ（２）ｓｐｌｉｔｓｉｎ犓 ，ｓａｙ（２）＝狆·狆
－

．Ｔｈｅｎａｓ

犈［２］＝犈［狆］犈［狆
－
］，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｆｒｏｍｔｈｅａ

ｂｏｖｅａｒｇｕｍｅｎｔｔｈａｔ犈［２］犈（犎）．Ｂｅｃａｕｓｅ狆τ ＝

狆
－
，ｗｅｈａｖｅ犈（犉）＝犈（犎）τ 犣／（２）．

ＬｅｔφｂｅｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒａｓｉｎＰｒｏｐ３．１，ｗｈｉｃｈ

３４



　 #$%&&'

（
()*&+

） 　 ^５３_

ｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｕｐｔｏ犆犾（犽）．

Ｌｅｔψｂｅｔｈｅｕｎｉｔａｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

Ｈｅｃｋｅｃｈａｒａｃｔｅｒｏｆφ．Ｓｏｗｅｈａｖｅ

ψ（狓）＝
狓∞

狘狓∞狘（ ）
犆

－１

·∏
狏î犇

（
狓狏 ｍｏｄ －槡（ ）犇

狆狏
）

ｆｏｒａｎｙ狓 ＝ （狓狏）∈犆
×·∏犗

×
狏，ｗｈｅｒｅ狆ｖｍｅａｎｓ

ｔｈｅｐｒｉｍｅｂｅｌｏｗ狏．Ｎｏｗｗｅｗａｎｔｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅ

εｆａｃｔｏｒｏｆ犔（狊，ψ）．

Ｆｉｘａｎａｄｄｉｔｉｖｅｃｈａｒａｃｔｅｒ犪狏ｆｏｒａｎｙａｎｙｐｌａｃｅ

狏ｏｆ犓ａｓｉｎＲｅｆ．［５］．ＴｈｅｎｆｏｒａｎｙｕｎｉｔａｒｙＨｅｃｋｅ

ｃｈａｒａｃｔｅｒψ，ｄｅｆｉｎｅ（Ｒｅｆ．［６］）

（１）犔ｆａｃｔｏｒ：

Ｉｆ狏 ＜ ∞ 　ａｎｄψ狏ｉｓｕｎｒａｍｉｆｉｅｄ，ｌｅｔ犔狏（狊，ψ狏）

＝ ［１－ψ狏（狆狏）犖（狆狏）］－１；
Ｉｆ狏＜ ∞　ａｎｄψ狏ｉｓｒａｍｉｆｉｅｄ，ｌｅｔ犔狏（狊，ψ狏）＝１；

Ｉｆ狏 ＝ ａｎｄψ狏 ＝ （ｓｇｎ）
δ（δ ＝０，１），Ｌｅｔ

犔狏（狊，ψ狏）＝ π
－
ｓ＋δ
２Γ（
ｓ＋δ
２
）；

Ｉｆ狏＝犆ａｎｄψ狏（狓狏）＝狘狓狏狘
ν
狏·（

狓狏

狘狓狏狘
１
２
狏

）
犽

ｆｏｒ

ｓｏｍｅν∈ｉ ａｎｄ犽 ∈ ，ｌｅｔ

犔狏（狊，ψ狏）＝２（２π）
狊＋ν＋

犽
２ ·Γ（狊＋ν＋

犽
２
）．

（２）γｆａｃｔｏｒ：

γ狏（狊，ψ狏，犪狏）＝ζ狏（１ －狊，ψ
－１
狏 ，Φ^狏）ζ狏（狊，ψ狏，

Φ狏），ｆｏｒａｎｙφ狏 ∈犛（犓狏）．

（３）εｆａｃｔｏｒ：

ε狏（狊，ψ狏）＝
γ狏（狊，ψ狏，犪狏）·犔狏（狊，ψ狏）

犔狏（１－狊，ψ
－１
狏 ）

，ｗｈｉｃｈｉｓ

ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｆｒｏｍｔｈｅｃｈｏｉｃｅｏｆ犪狏．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅ

ｋｎｏｗｔｈａｔε狏 ＝１ｆｏｒａｎｙｆｉｎｉｔｅｐｌａｃｅ狏ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｂｏｔｈψ狏ａｎｄ犪狏ａｒｅ ｕｎｒａｍｉｆｉｅｄ．Ｌｅｔε（狊，ψ） ＝

∏ε狏（狊，ψ狏）．

Ｏｕｒａｉｍｉｓｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅε狏（
１

２
，ψ狏）（ｆｏｒａｎｙ狏）

ａｎｄε（
１

２
，ψ）ｆｏｒｔｈｅｕｎｉｔａｒｙＨｅｃｋｅｃｈａｒａｃｔｅｒψｃｏｒ

ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ犈．

狏＝ ∞：

Ｗｅｈａｖｅ犓狏 ＝犆ａｎｄν＝０，犽＝－１，ｓｏ

犔狏（狊，ψ狏）＝２（２π）
狊＋
１
２·Γ（狊＋

１

２
）

ａｎｄｔｈｅｎ

犔狏（１－狊，ψ
－１
狏 ）＝２（２π）

１－狊＋
１
２·Γ（１－狊＋

１

２
）．

ＴｈｅｎｂｙｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｉｎＲｅｆ．［５］，ｗｅｇｅｔ

ε狏（
１

２
，ψ狏）＝γ狏（

１

２
，ψ狏，犪狏）＝ｉ．

狏× ∞·犇：

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｂｏｔｈ犪狏 ａｎｄψ狏 ａｒｅｕｎｒａｍｉｆｉｅｄ，

ｓｏε狏（
１

２
，ψ狏）＝１．

狏î犇：

ＮｏｔａｔｉｏｎｓａｓｉｎＲｅｆ．［５］，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｃｏｎ

ｄｕｃｔｏｒ犳狏 ｏｆψ狏 ｉｓ（ －槡 犇）ａｎｄδ狏 ＝ （ －槡 犇）．

Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， －槡 犇ｉｓａｕｎｉｆｏｒｍｉｚｅｒａｔ狏．

Ｌｅｔ狆
－狋狏
狏 ＝ψ狏（ －槡 犇）ａｎｄψ

′
狏 ＝ψ狏· ‖

－狋狏狏 ｓｏ

ｔｈａｔψ
′
狏（ －槡 犇）＝１ａｎｄε狏（狊，ψ狏）＝ε狏（狊＋狋狏，ψ

′
狏）．

ＢｙＲｅｆ．［５］，ｗｅｈａｖｅ

ε狏（狊，ψ狏）
－１
＝犖（δ狏犳狏）

狊＋狋狏－
１
２·犖（犳狏）

－
１
２·

　 ∑
犪∈（犗

×
狏
／１＋狆）
ψ
′（犪）ｅ２πｉ

（－
狋狉犪
犇
）
＝

　狆
２狊＋２狋狏－

３
２

狏 · ∑
犪∈（犣／狆狏

）×

（犪
狆狏
）ｅ２πｉ

（－
２犪
犇
）
．

Ｓｏｔｈａｔｗｅｇｅｔ

ε狏（
１

２
，ψ狏）

－１

＝

　狆
２狋狏
狏 ·

１

狆槡 狏

·（
（－２犇／狆狏）

狆狏
）· ∑

犪∈（犣／狆狏
）×

犪

狆狏
ｅ２πｉ

犪
狆狏．

Ｂｙｔｈｅｗｅｌｌｋｎｏｗｎｒｅｓｕｌｔａｂｏｕｔｔｈｅｓｉｇｎａｔｕｒｅｏｆ

Ｇａｕｓｓｓｕｍ（Ｒｅｆ．［７］），ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔ：

ε狏（
１

２
，ψ狏）＝ψ狏（－犇）·（

－２犇／狆狏
狆狏

），ｉｆ狆狏

≡ （ ）１ ｍｏｄ４ ；

ε狏（
１

２
，ψ狏）＝－ｉ·ψ狏（－犇）·（

－２犇／狆狏
狆狏

），ｉｆ狆狏

≡ （ ）３ ｍｏｄ４ ．

ε（
１

２
，ψ）＝ （

２

犇
）．

Ｂｅｃａｕｓｅ１＝ψ（－犇）＝ψ∞（－犇）·∏
狏î犇
ψ狏（－犇）ａｎｄ

ψ∞（－犇）＝－１，ｗｅｈａｖｅ∏
狏î犇
ψ狏（－犇）＝－１．

Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｅａｓｉｌｙｖｅｒｉｆｉｅｄ．

４　犈狀犱狅犿狅狉狆犺犻狊犿狉犻狀犵狊犪狀犱狋犺犲犿狅犱

狌犾犪狉犻狋狔

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅｅｎｄｏ

ｍｏｒｐｈｉｓｍｒｉｎｇｓ　ｏｆ犃
（犱）
＝犚犲狊犉／犙（犈

（犱））ｆｏｒａｎｙ犱

４４
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∈犙
×．

Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｏｎｅｏｂｓｅｒｖｅｓｔｈａｔ

Ｅｎｄ（犃
（犱）
＝ ∏
σ，σ′∈Ｇａｌ（犎／犓）

Ｈｏｍ（（犈
（犱））σ，（犈

（犱））σ′），

ａｓ

犃
（犱）
＝ ∏
σ∈Ｇａｌ（犎／犓）

（犈
（犱））σｏｖｅｒ犎 ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，

ａｎｅｌｅｍｅｎｔｏｆＥｎｄ（犃
（犱）ｃａｎｂｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙａ

ｍａｔｒｉｘα＝ （φσ，σ′）．Ｆｏｒａｎｙρ ∈Ｇａｌ（犎／犓），ｗｅ

ｈａｖｅρ（α）＝ （ρ（φσ，σ′））＝ （φρσ，ρσ′）．

Ｌｅｔ犚犓 ＝ ∑
σ∈Ｇａｌ（犎／犓）

Ｈｏｍ（（犈
（犱））σ，犈

（犱））·σ，ｂｅｔｈｅ

ｒｉｎｇｓｕｃｈｔｈａｔ（φ·σ）·（φ′·σ′）＝（φ（φ′）
σ）σσ′．

犔犲犿犿犪４．１　犚犓  犙 ＝ Ｅｎｄ犓（犃
（犱）） 犙．

Ｉｍｍｅｄｉａｔｅｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅａｒｇｕｍｅｎｔｓ．

犔犲犿犿犪４．２　犚犓 犙ｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ．

Ｃｈｏｏｓｅａｓｅｔｏｆｉｄｅａｌｓ ｛｝犪 ｉｎ犗ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ

ｐｒｉｍｅｔｏ犇 ，ｓｕｃｈｔｈａｔ｛σ犪｝＝ Ｇａｌ（犎／犓）．Ｂｙ

Ｒｅｆ．［８］，ｐａｇｅ４２，Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１．５，ｔｈｅｒｅｉｓａφ犪

∈ Ｈｏｍ（（犈
（犱））σ犪，犈

（犱））ｆｏｒｅａｃｈ犪ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇφ犪

（φ犫）
σ犪 ＝φ犫（φ犪）

σ犫．Ｔｈｉｓｉｓｗｈａｔｗｅｗａｎｔｆｏｒ犚犓

犙ｔｏｂｅｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ．

犘狉狅狆狅狊犻狋犻狅狀４．３　Ｅｎｄ犙（犃
（犱））犙ｉｓａｔｏｔａｌｌｙ

ｒｅａｌｆｉｅｌｄ．

犘狉狅狅犳　Ａｓ犃
（犱）
＝ ∏
σ∈Ｇａｌ（犎／犓）

（犈
（犱））σｏｖｅｒ犎 ，ｓｏ

犃
（犱）ｉｓａｓｉｍｐｌｅａｂｅｌｉａｎｖａｒｉｅｔｙｏｖｅｒ犓．Ｈｅｎｃｅｔｈｅ

ｃｅｎｔｅｒｏｆＥｎｄ犓（犃
（犱））犙ｉｓａＣＭｆｉｅｌｄ（ｎｏｔｅａｓ犓 

Ｅｎｄ犓 （犃
（犱））犙，ｉｔｃａｎｎｏｔｂｅｔｏｔａｌｌｙｒｅａｌ）．Ｂｙ

Ｌｅｍｍａ４．２，Ｅｎｄ犓（犃
（犱））犙ｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｓｏｉｔ

ｉｓａＣＭｆｉｅｌｄｉｔｓｅｌｆ．Ｔｈｅｎ

Ｅｎｄ犙（犃
（犱））犙 ＝ （Ｅｎｄ犓 （犃

（犱））犙）
犌犪犾（犓／犙）

ｉｓｔｏｔａｌｌｙｒｅａｌ．

Ｎｏｗｗｅｃｏｍｅｂａｃｋｔｏｔｈｅｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ犈ｏｖｅｒ犉

ａｎｄｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｃｈａｒａｃｔｅｒφ．Ｒｅｃａｌｌｔｈａｔ犈ｉｓｊｕｓｔａｎ

ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙｆｉｘｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｉｎｉｓｏｇｅｎｙｃｌａｓｓａｓｉｎ

Ｐｒｏｐ３．１ａｎｄ犉＝犙（犼（犈））．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅａｌ

ｗａｙｓｌｅｔ犃＝犚犲狊犉／犙犈ｂｅｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｂｅｌｉａｎｖａ

ｒｉｅｔｙｄｅｆｉｎｅｄｏｖｅｒ犙．Ｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎｔｈａｔ犔（狊，犃／犙）

＝犔（狊，犈／犉）＝ ∏
σ∈Ｇａｌ（犎／犓）

犔（狊，φ
σ）．

犔犲犿犿犪４．４　Ｌｅｔ犳φ（狕） ＝ ∑
（犪，犇）＝１

φ（犪）·

ｅ２πｉ
·犖犓／犙

（犪）·狕（狕∈瓘ｗｉｔｈ犐犿（狕）＞０），ｔｈｅｎ犳φ（狕）ｉｓ

ａｎｅｉｇｅｎｆｏｒｍ　ｉｎ犛２（Γ０（犇
２））．

犘狉狅狅犳　ＴｈｉｓｉｓｊｕｓｔＬｅｍｍａ３ｏｆＲｅｆ．［９］．

Ｎｏｔｅｔｈａｔ犳φ（狕）ｉｓａｎｅｉｇｅｎｆｏｒｍｂｅｃａｕｓｅ犔（狊，犳φ）

＝犔（狊，φ）ｈａｓＥｕｌｅｒｉａｎｐｒｏｄｕｃｔ．

Ｌｅｔ犜ｂｅｔｈｅｆｉｅｌｄｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｔｈｅｉｍａｇｅｏｆ

φ．Ｔｈｅｎ犜ｉｓａＣＭｆｉｅｌｄｗｉｔｈ犜
＋
＝犙（｛犪狀｝）．

ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ７．１４ａｎｄＴｈｅｏｒｅｍ７．１５ｏｆＲｅｆ．

［１０］，ｔｈｅｒｅｉｓａｓｕｂａｂｅｌｉａｎｖａｒｉｅｔｙ犻：犃→犑０（犇
２）

ｏｖｅｒ犙ａｎｄａｎｅｍｂｅｄｄｉｎｇθ：犜
＋
→Ｅｎｄ犙（犃），ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ犜狀狘犃 ＝θ（犪狀）ｆｏｒａｎｙ狀，ｗｈｅｒｅ犜狀ｉｓｔｈｅ

Ｈｅｃｋｅｏｐｅｒａｔｏｒ．

犘狉狅狆狅狊犻狋犻狅狀４．５　Ｔｈｅｒｅｉｓａ犙ｃｕｒｖｅ犈／犉

ｗｉｔｈｃｈａｒａｃｔｅｒχｓｕｃｈｔｈａｔ犚犲狊犉／犙犈 犃，ｗｈｅｒｅ犉

＝犙（犼（犈））．

犘狉狅狅犳　ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ１ｏｆＲｅｆ．［９］，犃ｉｓｉｓｏｇｅ

ｎｏｕｓｔｏ犈′犺ｆｏｒｓｏｍｅｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｗｉｔｈＣＭｂｙ犗．

Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａｌｓｏ犃ｉｓｏｇｅｎｏｕｓｔｏ（犈
′σ）犺ｆｏｒａｎｙσ

∈Ｇａｌ（犎／犙）．Ｓｏ犈′ｉｓｉｓｏｇｅｎｏｕｓｔｏ犈
′σｆｏｒａｎｙσ∈

Ｇａｌ（犎／犙），ｉ．ｅ．犈′ｉｓａ犙ｃｕｒｖｅ（ｎｏｔｅｔｈａｔ犙
－
ｉ

ｓｏｇｅｎｙｉｓａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙ犎ｉｓｏｇｅｎｙ）．

Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａ犙ｍｏｒｐｈｉｓｍ ｂｅ

ｔｗｅｅｎ∏
σ

（犈′）σ　ａｎｄ犃 ．Ｂｅｃａｕｓｅ∏
σ

（犈′）σ　ｉｓ

ｓｉｍｐｌｅｏｖｅｒ犙，ｔｈｉｓｍｏｒｐｈｉｓｍｍｕｓｔｂｅａｎｉｓｏｇｅ

ｎｙ．Ｔｈｅｎ，ｍｏｄｕｌｏｔｈｅｋｅｒｎｅｌ，ｗｅｆｉｎｄａｎ犈ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ犚犲狊犉／犙犈 ＝∏
σ

（犈）σ 犃．

Ａｓ犔（犈／犉，狊） ＝ 犔（狊，χ） ＝ 犔（狊，犃／犙） ＝

∏τ犔（狊，犳
τ）＝ 犔（狊，χ）（ｕｐｔｏｆｉｎｉｔｅＥｕｌｅｒｆａｃ

ｔｏｒｓ），ｗｅｈａｖｅχ犈 ＝χ．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｄｕａｌπ：犑０（犇
２）∨→犃ｏｆｉ，ｃｏｍ

ｐｏｓｅｄｗｉｔｈｔｈｅｃａｎｏｎｉｃａｌ犡０（犇
２）→犑０ （犇

２）∨ａｎｄ

ａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ犃∨
犃（ａｓ犃ｉｓａｐｒｏｄｕｃｔｏｆｅｌｌｉｐ

ｔｉｃｃｕｒｖｅｓ），ｗｅｇｅｔａ犙ｍｏｒｐｈｉｓｍ （ａｌｓｏｄｅｎｏｔｅｄ

ｂｙπ）π：犡０（狆
２）→犃．Ｔｈｕｓｗｅｇｅｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｃｏｒｏｌｌａｒｙ：

犆狅狉狅犾犾犪狉狔４．６　Ｔｈｅｒｅｉｓａｎｏｎｔｒｉｖｉａｌ犉ｍｏｒ

ｐｈｉｓｍπ：犡０（犇
２）→犈．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊：

［１］　ＨａｎＤＣ．ＯｎｔｈｅＢＳＤｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓ

犈犇
２：狔

２
－狓３ －犱２狓［Ｊ］．ＪＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖ：ＮａｔＳｃｉ

Ｅｄ，２０１３，５０（３）：４７０．

［２］　ＳｈｅＤＭ．ＯｎｔｈｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇｏｆｔｈｅＡｒｔｉｎｒｏｏｔｎｕｍ

ｂｅｒｏｆｔｈｅｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ犈犱２：狔
２
＝狓３ －犱２狓ｏｖｅｒｔｈｅ

Ｇａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓ［Ｊ］．ＪＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖ：ＮａｔＳｃｉＥｄ，

２０１３，５０（４）：６６８．

［３］　ＧｒｏｓｓＢ，Ａｔｉｔｈｍｅｔｉｃｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈｃｏｍｐｌｅｘ

５４



　 #$%&&'

（
()*&+

） 　 ^５３_

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｍ］．ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ

７７６．Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９８０．

［４］　ＲｅｎＹ，ＯｎｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆａｃｌａｓｓｏｆＱｃｕｒｖｅ

［Ｊ］．Ｊ Ｓｉｃｈｕａｎ Ｕｎｉｖ：ＮａｔＳｃｉＥｄ，２０１３，５０

（３）：４５５．

［５］　ＴａｔｅＪ，ＦｏｕｒｉｅｒａｎａｌｙｓｉｓｉｎｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓａｎｄＨｅｃｋｅ

＇ｓＺｅｔａｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｌｇｅｂｒａｉｃＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｙ，

１９６７：３０５．

［６］　ＢｕｍｐＤ，Ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｃｆｏｒｍｓａｎｄａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｃｒｅｐ

ｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉ

ｔｙＰｒｅｓｓ，１９９８

［７］　ＬａｎｇＳ，Ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｆｉｅｌｄ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ／ＮｅｗＹｏｒｋ：

ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７８．

［８］　ｄｅＳｈａｌｉｔＥ，ＴｈｅＩｗａｓａｗａｔｈｅｏｒｙｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓ

ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ：犘ａｄｉｃ 犔ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

［Ｍ］．ＳａｌｔＬａｋｅＣｉｔｙ：ＡｃａｄｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９８７．

［９］　ＳｈｉｍｕｒａＧ，ＥｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈＣＭａｓｆａｃｔｏｒｓｏｆＪａ

ｃｏｂｉａｎｓｏｆｍｏｄｕｌａｒｆｕｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｎａｇｏｙａ ＭａｔｈＪ，

１９７１，４３，１９９．

［１０］　ＳｈｉｍｕｒａＧ，Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏｔｈｅａｒｔｉｔｈｍｅｔｉｃｔｈｅｏｒｙｏｆ

ａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ：ＰｒｉｎｃｅｔｏｎＵ

ｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９７１．
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