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单边增长条件下的２狀阶常微分方程的奇周期解
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摘　要：本文讨论了２狀阶微分方程
狌（２狀）（狋）＝犳（狋，狌（狋），狌′（狋），…，狌（２狀－１）（狋）），狋∈犚

奇２π周期解的存在性，其中狀是正整数，犳：犚×犚２狀→犚连续且关于狋是以２π为周期的奇函
数．运用ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ不动点定理与Ｆｏｕｒｉｅｒ分析的方法，本文在允许非线性项犳超线性增
长的条件下获得了该方程的奇２π周期解．
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１　引　言
本文讨论２狀阶微分方程
狌（２狀）（狋）＝犳（狋，狌（狋），狌′（狋），…，
　狌（２狀－１）（狋）），狋∈犚 （１）

奇２π周期解的存在性，其中狀是正整数，犳：犚×
犚２狀→犚连续，关于狋以２π为周期．

周期解的存在性是常微分方程定性理论中的
一个重要课题．对于一些特殊形式的常微分方程周

期边值问题，已有许多作者研究［１１１］．对方程（１）中
狀＝１的情形，即如下二阶周期边值问题
　（）狌″狋＝犳狋，（）狌狋，狌′（狋）），狋∈０，２］π［（ ，
狌（）０＝狌（２π），狌′（０）＝狌′（２π｛ ） （２）

文献［２］在非线性项犳满足
犳（狋，狓，狔）－犪狓２－犫狔２－犆０

（这里犪，犫，犆００且犪＋犫＜１）与Ｎａｇｕｍｏ型条件
下运用Ｆｏｕｒｉｅｒ分析与ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ不动点定
理的方法获得了问题（２）奇２π周期解的存在性



　 四川大学学报（自然科学版） 　 第５５卷

结果．在文献［７］中，丛福仲研究了如下２狀阶周期
边值问题

狌（２狀）（狋）＋∑
狀－１

犼＝１
犮犼狌（２犼）（狋）＝犳（狋，狌（狋）），

　狋∈０，２［ ］π，
狌（犻）（０）＝狌（犻）（２π），犻＝０，１，２，…，
　２狀－

烅

烄

烆 １

（３）

在非线性项犳满足
０犖２狀＋∑

狀－１

犻＝１
（－１）犼－狀犆犼犖２犼＋ε

　（－１）狀犳狌（狋，狌）
　（犖＋１）２狀＋∑

狀－１

犼＝１
（－１）犼－狀犆犼（犖＋１）２犼－ε

的条件下，该文得到了问题（３）解的存在唯一性
结论，其中犖为正整数，ε＞０．一般地，文献［９］研
究了非线性项不含奇数阶导数的２狀阶常微分方程
狌（２狀）（狋）＝犳（狋，狌（狋），狌″（狋），…，狌（２狀－２）（狋）），
　狋∈犚 （４）

这里犳：犚×犚狀→犚连续且犳（狋，狓０，狓１，…，狓狀－１）关
于狋以２π为周期．在非线性项犳满足超线性或次
线性条件下，该文获得了方程（４）奇２π周期解的
存在唯一性．最近，文献［１０］在非线性项犳一次增
长的条件下得到了方程（１）奇２π周期解的存在
唯一性结果．

注意到以上文献均未讨论完全的２狀阶常微分
方程在允许非线性项犳超线性增长条件下周期解
的存在性，本文将文献［２］的结论推广到２狀阶微
分方程．在允许非线性项犳单边超线性增长的条件
下，本文运用ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ不动点定理与Ｆｏｕ
ｒｉｅｒ分析的方法获得了方程（１）奇２π周期解的存
在性结果．本文的主要结论如下：

定理１．１　设犳：犚（２狀＋１）→犚连续，关于狋以２π
为周期，满足下列条件：

（Ｆ１）犳为奇函数，即
犳（－狋，－狓０，－狓１，…，－狓２狀－１）＝
　－犳（狋，狓０，狓１，…狓２狀－１），
　（狋，狓０，狓１，…，狓２狀－１）∈犚２狀＋１；
（Ｆ２）存在常数犪０，犪１，犪２，…，犪２狀－１０满足犪０

＋犪１＋…＋犪２狀－１＜１及犆０＞０，使得犳满足
犳（狋，狓０，狓１，…，狓２狀－１）狓２狀－２
　－犪０狓２０－犪１狓２１－…－犪２狀－１狓２２狀－１－犆０，
　（狋，狓０，狓１，…，狓２狀－１）∈犚２狀＋１；
（Ｆ３）犮＞０，存在连续函数犵犮：［０，＋∞）→

（０，＋∞）满足

∫＋∞０ ρ犵犮（ρ）ｄρ＝＋∞ （５）
使得犳满足
｜犳（狋，狓０，狓１，…，狓２狀－１）｜犵犮（｜狓２狀－１｜），狋∈犚，
｜狓０｜犮，｜狓１｜犮，…｜狓２狀－２｜犮，狓２狀－１∈犚．

则方程（１）至少存在一个奇２π周期解．
在定理中，条（Ｆ２）允许犳（狋，狓０，狓１，…，狓２狀－１）

关于狓０，狓１，…，狓２狀－１超线性增长，条件（Ｆ３）为关于
狓２狀－１的Ｎａｇｕｍｏ型增长条件，该条件限制犳（狋，狓０，
狓１，…，狓２狀－１）关于狓２狀－１至多２次增长．
２　主要结果的证明

记犆２π（犚）为犚上以２π为周期的连续函数按
范数‖狌‖犆＝ｍａｘ０狋２π｜狌（狋）｜构成的Ｂａｎａｃｈ空间．
犿∈犖，犆犿２π（犚）表示全体以２π为周期的犿阶连
续可微函数构成的Ｂａｎａｃｈ空间，其范数为
　‖狌‖犆狀＝ｍａｘ｛‖狌‖犆，‖狌′‖犆，…，‖狌（狀）‖犆｝，
这里狀为正整数．犔２２π（犚）表示以２π为周期的局部
平方可积函数构成的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其上内积为
（狌，狏）＝∫２π０狌（狋）狏（狋）ｄ狋，范数为

‖狌‖２＝∫２π０狘狌（狋）狘２ｄ（ ）狋１
２．

用犎犿２π（犚）表示通常的以２π为周期有直到犿阶局
部平方可积导数的函数狌按范数

‖狌‖犿，２＝∑
犿

犻＝０
‖狌（犻）‖（ ）２２１

２

构成的Ｓｏｂｏｌｅｖ空间．狌∈犎犿２π（犚）意指狌∈
犆犿－１２π（犚），狌（犿－１）在［０，２π］上绝对连续，且
狌（犿）∈犔２２π（犚）．设犞为犔２２π（犚）中的奇函数构成的
子空间．记犞狀＝犎狀２π（犚）∩犞，犠＝犆２π（犚）∩犞，犠狀
＝犆狀２π（犚）∩犞．易知犞狀为犎狀２π（犚）中的闭子空间，
所以犞狀按范数‖狌‖犿，２＝∑

犿

犻＝０
‖狌（犻）‖（ ）２２１

２构成
Ｂａｎａｃｈ空间．犠狀为犆狀２π（犚）中的闭子空间，按范数
‖狌‖犆狀构成Ｂａｎａｃｈ空间．
设犺∈犞，考虑２狀阶线性微分方程
狌（２狀）（狋）＝犺（狋），狋∈犚 （６）

奇２π周期解的存在性．
引理２．１　犺∈犞，线性方程（）６存在唯一

奇２π周期解狌：＝犛犺∈犞２狀（犚），且解算子犛：犞→
犞２狀为线性有界算子．

证明　犺∈犞，犺可表示为Ｆｏｕｒｉｅｒ正弦级数
（）犺狋＝∑

∞

犽＝１
犺犽ｓｉｎ犽狋，这里犺犽＝２π∫π０犺（狊）ｓｉｎ犽狊ｄ狊，犽＝

８６１１
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１，２，…，且Ｐａｒｓｅｖａｌ等式‖犺‖２＝π２∑
∞

犽＝１
狘犺犽狘２成

立．容易验证
狌（狋）＝∑

∞

犽＝１

（－１）狀犺犽
犽２狀 ｓｉｎ犽狋：＝犛犺（狋） （７）

属于犞２狀且为线性问题（）６唯一的奇２π周期解．
如果犺∈犠，则解狌∈犠２狀为古典解．由式（）７易知
犛：犞→犞２狀为线性有界算子．

引理２．２　犺∈犞，方程（１）的奇２π周期解
狌∈犞２狀满足
　‖狌（犻）‖２‖狌（２狀－１）‖２，犻＝０，１，…，２狀－２（８）

证明　设狌∈犞２狀为方程（）１奇２π周期解．则
狌，狌″，…，狌（２狀－２）为奇函数，可展为正弦级数，狌′，
狌（３），…，狌（２狀－１）为偶函数，可展为余弦级数．设狌的
展式为

（）狌狋＝∑
＋∞

犽＝１
狌犽ｓｉｎ犽狋，

其中
狌犽＝２π∫π０犺（狊）ｓｉｎ犽狊ｄ狊．

由Ｆｏｕｒｉｅｒ系数公式易得
狌（２犿）（狋）＝
　（－１）犿∑

＋∞

犽＝１
犽２犿狌犽ｓｉｎ犽狋，犿＝１，２，…狀－１，

狌（２犿－１）（狋）＝
　（－１）犿－１∑

＋∞

犽＝１
犽２犿－１狌犽ｃｏｓ犽狋，犿＝１，２，…，狀．

由Ｐａｓｅｖａｌ等式，有
‖狌（２犿）‖２２＝π∑

＋∞

犽＝１
狘犽２犿狌犽狘２，

‖狌（２犿－１）‖２２＝π∑
＋∞

犽＝１
狘犽２犿－１狌犽狘２．

因此
‖狌（犻）‖２‖狌（２狀－１）‖２，犻＝０，１，…，２狀－２．

证毕．
引理２．３　设犳：犚２狀＋１→犚连续，犳（狋，狓０，狓１，…，

狓２狀－１）关于狓２狀－１满足（Ｆ２）．则对任意犕１＞０，存在
犕＝犕（犕１），使得对方程（１）的任一２π周期解狌∈
犆２狀２π（犚），当‖狌‖犆２狀－２犕１时有‖狌（２狀－１）‖犆犕．

证明　设犕１＞０，狌（狋）为方程（１）的２π周期
解，满足‖狌‖犆２狀－２犕１．取犕＞０，使得

∫犕

０
ρ犵犮（犕）ｄρ＞２犕１ （９）

下证‖狌（２狀－１）‖犆犕．
不妨设‖狌（２狀－１）‖犆０．则存在狋０∈（０，２π），狋１

∈［０，２π］，狋０≠狋１使得
狌（２狀－１）（狋０）＝０，｜狌（２狀－１）（狋１）｜＝‖狌（２狀－１）‖犆．

下面我们分四种情形讨论：
（ｉ）狋０＜狋１，狌（２狀－１）（狋１）＞０；
（ｉｉ）狋０＞狋１，狌（２狀－１）（狋１）＞０；
（ｉｉｉ）狋０＜狋１，狌（２狀－１）（狋１）＜０；
（ｉｖ）狋０＞狋１，狌（２狀－１）（狋１）＞０．

我们仅证明情形（ｉ），其他的情形可类似证明．令
狋２＝ｓｕｐ狋′∈［狋０，狋１）｜狌（２狀－１）（狋′）＝｛ ｝０．

则有
０＜狋２＜狋１＜２π，狌（２狀－１）（狋２）＝０，
　狌（２狀－１）（狋）＞０，狋∈（狋２，狋１］．

由方程（１）与条件（Ｆ３）有
狌（２狀）（狋）＝犳（狋，狌（狋），狌′（狋），…，狌（２狀－１）（狋））
　｜犳（狋，狌（狋），狌′（狋），…，狌（２狀－１）（狋））｜
　犵犕１（｜狌（２狀－１）（狋）｜）＝犵犕１（狌（２狀－１）（狋）），

因而
狌（２狀）（狋）狌（２狀－１）（狋）
犵犮（狌（２狀－１）（狋））狌（２狀－１）（狋），狋∈［狋２，狋１］．

上式两边在［狋２，狋１］上积分，左侧作积分变换ρ＝
狌（２狀－１）（狋）有

∫狌（２狀－１）（狋１）０
ρ犵犮（ρ）ｄρ狌

（２狀－２）（狋）狘狋１狋２＝
　狌（２狀－２）（狋１）－狌（２狀－２）（狋２）２犕１．

由（９）式可得
‖狌（２狀－１）‖犆＝狌（２狀－１）（狋１）犕１．

证毕．
定理１．１的证明　对狌∈犠２狀－１，令
犉（狌）（狋）＝犳（狋，狌（狋），狌′（狋），…，狌（２狀－１）（狋））．

由犳的连续性与条件（Ｆ１），犉：犠２狀－１→犠连续且把
有界集映为有界集．定义映射犃＝犛犉．由引理
２．１及犆２狀ω（犚）→犆２狀－１ω （犚）的紧性，复合算子犃：
犠２狀－１→犠２狀－１全连续．由算子犛的定义，方程（１）的
２π周期解等于算子犃的不动点．我们用Ｌｅｒａｙ
Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理证明算子犃至少存在一个动
点．为此，我们考虑同伦方程簇
狌＝λ犃狌，０＜λ＜１ （１０）

我们需要证明方程簇（１０）的解集在犠２狀－１中有界．
设狌∈犠２狀－１为（１０）中λ∈（０，１）对应的解．则

狌＝犛（λ犉（狌））．令犺＝λ犉（狌）．由犛的定义，狌＝
犛犺为线性方程（６）的唯一奇２π周期解，因而狌∈
犠２狀－１满足方程
狌（２狀）（狋）＝λ犳（狋，狌（狋），狌′（狋），…，狌（２狀－１）（狋））．

上式两边同乘狌（２狀－２）（狋）在［０，２π］上积分，由条件

９６１１
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（Ｆ２）与引理２．２，有
－‖狌（２狀－１）‖２２＝
　λ∫２π０犳（狋，狌′（狋），狌″（狋），…，
　　狌（２狀－１）（狋））狌（２狀－２）（狋）ｄ狋
　λ∫２π０－犪０狌２（狋）－犪１（狌′（狋））２－…
　　－犪２狀－１（狌（２狀－１）（狋））２－犆０ｄ狋
　∫２π０－犪０狌２（狋）－犪１（狌′（狋））２－…
　　－犪２狀－１（狌（２狀－１）（狋））２－犆０ｄ狋＝
　－犪０‖狌‖２２－犪１‖狌′‖２２－…
　　－犪２狀－１‖狌（２狀－１）‖２２－２π犆０．

因此
‖狌（２狀－１）‖２２ ２π犆０

１－（犪０＋犪１＋…＋犪２狀－１）（１１）
由（８），（１１）式有

‖狌‖２狀－１，２＝∑
２狀－１

犻＝０
‖狌（犻）‖（ ）２２１

２

　２槡狀‖狌（２狀－１）‖２
　 ４狀π犆０
１－犪０＋犪１＋…＋犪２狀－（ ）（ ）１

１
２：＝犆１．

再由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入犎２狀－１２π（犚）→犆２狀－１２π（犚）的连续
性有

‖狌‖犆２狀－２犆‖狌‖２狀－１，２犆犆１：＝犕１，
这里犆为嵌入常数．由引理２．３，存在犕＝
犕（犕１），使得‖狌（２狀－１）‖犆犕．所以

‖狌‖犆２狀－１＝ｍａｘ‖狌‖犆２狀－２，‖狌（２狀－１）‖｛ ｝犆
　ｍａｘ犕１，｛ ｝犕．

即同伦簇方程的解集在犠２狀－１中有界．由Ｌｅｒａｙ
Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理，犃在犠２狀－１中存在不动点，
该不动点即为方程（１）的解．证毕．
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