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１　引　言
非线性常微分方程边值问题在理论和应用方

面具有非常重要的价值．近年来，对非线性特征值
边值问题正解的存在性的研究逐渐受到国内外学
者的关注，得到了不少重要结果，对二阶ＳｔｕｒｍＬｉ
ｏｕｖｉｌｌｅ特征值边值问题
－（狆（狋）狌′（狋））′＋狇（狋）狌（狋）＋λ犵（狋，狌（狋））＝０，狋∈（０，１），
α狌（０）－β狌′（０）＝０，γ狌（１）＋δ狌′（１）＝０　　　　　（１｛ ）
正解的研究就是其中的一个，这里α，β，γ，δ≥０，α２
＋β２＞０，γ２＋δ２＞０．

２００７年，孙等［１，２］研究了问题（１）在λ＝１，犵（狋，
狌）：＝犺（狋）犳（狌），犺允许在狋＝０，１处奇异的情形，
在非线性项犳满足超线性或次线性的条件下运用
拓扑度方法获得了该问题平凡解和正解的存在性．
２０１５年，程等［３］在犳满足次超线性时运用上

下解方法及锥上的不动点指数理论获得了问题（１）
正解的全局存在性结果．
２０１７年，叶［４］讨论了问题（１）的特殊情形狆＝

１，λ＝１，在非线性项犳满足超线性或次线性两种情
形下运用锥拉伸与压缩不动点定理获得了问题（１）
在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值条件下正解的存在性结果．更多
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二阶边值问题的研究可参见文献［５～８］及其中的
参考文献．

但是，在上述对二阶边值问题的研究中，奇异
性仅限于非线性项，对微分算子的系数项未做奇异
性要求，且非线性项的增长性仅为超线性或次线
性．那么，一个自然的问题是：当微分算子的系数函
数和非线性项同时具有奇异性且非线性项在原点
和无穷远处具有与此不同的增长性条件时，二阶奇
异非线性特征值问题正解的存在性如何？

受以上文献的启发，本文讨论带一般微分算子
的二阶奇异非线性特征值问题
狌″（狋）＋犪（狋）狌′（狋）＋犫（狋）狌（狋）＋λ犺（狋）犳（狌（狋））＝０，狋∈（０，１），
α狌（０）－β狌′（０）＝０，γ狌（１）＋δ狌′（１）＝０　　　（２｛ ）
正解的存在性．当非线性项犳在原点和无穷远处
满足不同增长性组合时，本文讨论了问题（２）无正
解、至少有一个正解及有两个正解时参数λ的取值
范围．
２　预备知识

本文所用的主要工具是如下的锥拉伸与压缩
不动点定理．

引理２．１［９，１０］　设犈为Ｂａｎａｃｈ空间，犓犈是
犈中的一个锥，Ω１，Ω２是犈的开子集，０∈Ω１，珡Ω１
Ω２．若全连续算子犃：犓∩（珡Ω２＼Ω１）→犓满足

（ｉ）‖犃狌‖≤‖狌‖，狌∈犓∩Ω１且‖犃狌‖≥
‖狌‖，狌∈犓∩Ω２，
或

（ｉｉ）‖犃狌‖≥‖狌‖，狌∈犓∩Ω１且‖犃狌‖≤
‖狌‖，狌∈犓∩Ω２，
则犃在犓∩（珡Ω２＼Ω１）上有一个不动点．

记犃犆［０，１］为［０，１］上的绝对连续函数．令
犃犆ｌｏｃ［０，１）＝｛狑：［０，１）→犚｜对任意的犱∈（０，

１），狑（·）在区间［０，犱］绝对连续｝，
犃犆犾狅犮（０，１］＝｛狑：（０，１］→犚｜对任意的犱∈（０，

１），狑（·）在区间［犱，１］绝对连续｝．
以下总假设
（Ａ０）α，β，γ，δ≥０，α２＋β２＞０，γ２＋δ２＞０；
（Ａ１）犪∈犆（０，１）∩犔１（０，１）；犫∈犆（（０，１），

（－∞，０））且∫１０犫（狊）ｄ狊＜＋∞；
（Ａ２）犺∈犆（（０，１），［０，∞）），犺（·）在（０，１）的

任意子区间上不恒为零，且∫１０犺（狊）ｄ狊＜＋∞；
（Ａ３）犳：［０，∞）→［０，∞）连续，且狌＞０

时犳（狌）＞０．
引理２．２［１１］　假设（Ａ１）成立．则
（ｉ）初值问题
狌″（狋）＋犪（狋）狌′（狋）＋犫（狋）狌（狋）＝０，狋∈（０，１），
狌（０）＝０，狌′（０）＝｛ １ （３）

有唯一递增解犲１∈犃犆［０，１）∩犆１［０，１），犲′１∈犃犆犾狅犮
［０，１）；

（ｉｉ）初值问题
狌″（狋）＋犪（狋）狌′（狋）＋犫（狋）狌（狋）＝０，狋∈（０，１），
狌（１）＝０，狌′（１）＝－｛ １ （４）

有唯一递减解犲２∈犃犆［０，１］∩犆１（０，１］，犲′２∈犃犆犾狅犮
（０，１］．

引理２．３　假设（Ａ１）成立．则
（ｉ）φ（狋）＝（α犲２（０）－β犲′２（０））犲１（狋）＋β犲２（狋）是

问题
狌″（狋）＋犪（狋）狌′（狋）＋犫（狋）狌（狋）＝０，狋∈（０，１），
α狌（０）－β狌′（０）＝｛ ０ （５）

递增的正解；
（ｉｉ）ψ（狋）＝δ犲１（狋）＋（γ犲１（１）＋δ犲′１（１））犲２（狋）是

问题
狌″（狋）＋犪（狋）狌′（狋）＋犫（狋）狌（狋）＝０，狋∈（０，１），
γ狌（１）＋δ狌′（１）＝｛ ０ （６）

递减的正解．
证明　（ｉ）首先证明φ（狋）为问题（５）的解．

因为
φ′（狋）＝（α犲２（０）－β犲′２（０））犲′１（狋）＋β犲′２（狋），
φ″（狋）＝（α犲２（０）－β犲′２（０））犲″１（狋）＋β犲″２（狋）．

所以
φ″（狋）＋犪（狋）φ′（狋）＋犫（狋）φ（狋）＝
　（α犲２（０）－β犲′２（０））犲″１（狋）＋β犲″２（狋）＋
　犪（狋）（（α犲２（０）－β犲′２（０））犲′１（狋）＋
　β犲′２（狋））＋犫（狋）（（α犲２（０）－
　β犲′２（０））犲１（狋）＋β犲２（狋））＝
　（α犲２（０）－β犲′２（０））（犲″１（狋）＋
　犪（狋）犲′１（狋）＋犫（狋）犲１（狋））＋
　β（犲″２（狋）＋犪（狋）犲′２（狋）＋犫（狋）犲２（狋））＝０

且
αφ（０）－βφ′（０）＝
　α（（α犲２（０）－β犲′２（０））犲１（０）＋
　β犲２（０））－β（（α犲２（０）－
　β犲′２（０））犲′１（０）＋β犲′２（０））＝０．

从而φ（狋）为问题（５）的解．又根据引理２．２有φ（狋）
＞０．所以φ（狋）为问题（５）的正解．
下证φ（狋）递增．方程φ″（狋）＋犪（狋）φ′（狋）＋犫（狋）φ

９４１１
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（狋）＝０两边同乘狆（狋）＝ｅｘｐ（∫狋０犪（τ）ｄτ）得
（狆（狋）φ′（狋））′＝－犫（狋）狆（狋）φ（狋）．

因为犫（狋）＜０，狆（狋）＞０，φ（狋）＞０，所以（狆（狋）φ′（狋））′
＞０，从而狆（狋）φ′（狋）＞狆（１）φ′（０）＞０．所以φ′（狋）＞
０，从而φ（狋）递增．

（ｉｉ）类似可证．证毕．
令犌（狋，狊）为问题（２）的Ｇｒｅｅｎ函数，即
犌（狋，狊）＝１ρ

φ（狊）ψ（狋），０≤狊≤狋≤１，
φ（狋）ψ（狊），０≤狋≤狊≤｛ １ （７）

其中
ρ＝φ′（１２）ψ（

１
２）－φ（

１
２）ψ′（

１
２）．

根据文献［１１］，问题（２）的解等价于积分算子
犃λ狌（狋）＝λ∫１０犌（狋，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊

的不动点狌，即犃λ狌＝狌．
引理２．４　Ｇｒｅｅｎ函数满足下面性质：
（ｉ）犌（狋，狊）＝犌（狊，狋），狊，狋∈［０，１］；
（ｉｉ）犌（狋，狊）＞０，狊，狋∈（０，１）；
（ｉｉｉ）犌（狋，狊）≤犌（狊，狊），狊，狋∈［０，１］；
（ｉｖ）犌（狋，狊）＝δ犌（狋，狋）犌（狊，狊），狊，狋∈［０，１］，

δ＝ρ（φ（１）ψ（０））－１．
证明　根据（７）式，（ｉ）和（ｉｉ）显然成立．
（ｉｉｉ）根据引理２．２和（７）式有

犌（狋，狊）≤犌（狊，狊）．
（ｉｖ）当０≤狊≤狋≤１时，

犌（狋，狊）
犌（狋，狋）犌（狊，狊）＝

１
ρφ（狊）ψ（狋）１

ρφ（狋）ψ（狋）
１
ρφ（狊）ψ（狊）

＝

　ρ
φ（狋）ψ（狊）≥

ρ
φ（１）ψ（０）＝δ．

当０≤狋≤狊≤１时，

犌（狋，狊）
犌（狋，狋）犌（狊，狊）＝

１
ρφ（狋）ψ（狊）１

ρφ（狋）ψ（狋）
１
ρφ（狊）ψ（狊）

＝

　ρ
φ（狊）ψ（狋）≥

ρ
φ（１）ψ（０）＝δ．

证毕．
３　主要结果

记
犳０：＝ｌｉｍ狌→０

犳（狌）
狌，犳∞：＝ｌｉｍ狌→＋∞

犳（狌）
狌．

定义函数

犳（狌）＝ｍａｘ０≤狋≤狌
｛犳（狋）｝，

且
犳０＝ｌｉｍ狌→０

犳（狌）
狌，犳∞＝ｌｉｍ狌→∞

犳（狌）
狌．

引理３．１［１２］　假设（Ａ３）成立．则犳０＝犳０，犳∞
＝犳∞．
定理３．２　假设（Ａ１）～（Ａ３）成立．则
（ｉ）若犳０＝０或犳∞＝０，则存在λ０＞０，使得当

λ＞λ０时问题（２）至少存在一个正解；
（ｉｉ）若犳０＝∞或犳∞＝∞，则存在λ０＞０，使得

当０＜λ＜λ０时问题（２）至少存在一个正解．
定理３．３　假设（Ａ１）～（Ａ３）成立．则
（ｉ）若犳０＝犳∞＝０，则存在λ０＞０，使得当λ＞λ０

时问题（２）至少存在两个正解；
（ｉｉ）若犳０＝犳∞＝∞，则存在λ０＞０，使得当０＜

λ＜λ０时问题（２）至少存在两个正解．
定理３．４　假设（Ａ１）～（Ａ３）成立．则
（ｉ）若犳０＜∞且犳∞＜∞，则存在λ０＞０，使得

当０＜λ＜λ０时问题（２）没有正解；
（ｉｉ）若犳０＞０且犳∞＞０，则存在λ０＞０，使得当

λ＞λ０时，问题（２）没有正解；
（ｉｉｉ）若０＜犳０＜∞且０＜犳∞＜∞，则存在正数

λ，λ，λ及λ，使得当λ＜λ＜λ时问题（２）
至少有一个正解；当λ＞λ或０＜λ＜λ时问题
（２）没有正解．

定理３．５　假设（Ａ１）～（Ａ３）成立．则
（ｉ）若犳０＝０且犳∞＝∞（超线性），则存在正数

λ，λ，使得当λ＜λ＜λ时问题（２）至少存在一
个正解；

（ｉｉ）若犳０＝∞且犳∞＝０（次线性），则存在正数
λ，λ，使得当λ＜λ＜λ时问题（２）至少存在一
个正解．

令
狆（狊）＝ｅｘｐ（∫ｓ１２犪（τ）ｄτ），珘犺（狋）＝狆（狋）犺（狋）．

由（Ａ２）知，珘犺（狋）满足条件：
（珦Ａ２）珘犺：（０，１）→［０，∞）是连续的且在（０，１）的

任意子区间上不恒为零．
进一步，我们有

∫１０珘犺（狊）ｄ狊＜＋∞．
在条件（Ａ１）～（Ａ２）下，边值问题（２）的解等价于积
分算子
犃λ狌（狋）＝λ∫１０犌（狋，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊

０５１１
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的不动点狌，即犃λ狌＝狌．
记犡＝（犆［０，１］，‖·‖），其中‖·‖为定义

在犆［０，１］上的最大值范数．对任意的θ∈（０，
１
２），令
犓＝｛狌∈犡｜狌（狋）≥０，狋∈［０，１］；ｍｉｎ狋∈［θ，１－θ］狌（狋）≥σ

‖狌‖｝．
其中σ＝ｍｉｎψ（１－θ）ψ（０），

φ（θ）
φ（１｛ ｝）．则犓为Ｂａｎａｃｈ空

间犡中的非负锥．类似于文献［１３］可证犃λ：犓→犓
为全连续算子．

定理３．２的证明　（ｉ）取
狉１＞０，犿＝ｍｉｎσ狉１≤狋≤狉１

犳（狋｛ ｝）．
令

λ０＝狉１δ犿犌（１２，
１
２）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１

．
记

Ω狉１：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝１．
若当λ＞λ０时狌∈Ω狉１∩犓，则
犃λ狌（１２）≥

　λδ犌（１２，
１
２）∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＞

　λ０犿δ犌（１２，
１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝狉１．

所以当λ＞λ０时‖犃λ狌‖＞‖狌‖，狌∈Ω狉１∩犓．
如果犳０＝０，则根据引理３．１有犳０＝０．取狉２

∈（０，狉１）使得犳（狉２）≤ε狉２，其中ε＞０且满足
λε∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≤１．

记
Ω狉２：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝２．

若狌∈Ω狉２∩犓，则有
犃λ狌（狋）≤λ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狉２）ｄ狊≤
　λε‖狌‖∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≤‖狌‖．

所以‖犃λ狌‖≤‖狌‖，狌∈Ω狉２∩犓．
如果犳∞＝０，则根据引理３．１有犳∞＝０．故存

在狉３∈（２狉１，∞），使得犳（狉３）≤ε狉３，ε＞０且
λε∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≤１．

此时，令
Ω狉３：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝３．

若狌∈Ω狉３∩犓，则有

犃λ狌（狋）≤λ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狉３）ｄ狊≤
　λε‖狌‖∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犱狊≤‖狌‖．

所以‖犃λ狌‖≤‖狌‖，狌∈Ω狉３∩犓．由引理２．１可
知，当犳０＝０或犳∞＝０时存在λ０，使得λ＞λ０时算
子犃λ在犓∩（珡Ω狉１＼Ω狉２）或犓∩（珡Ω狉３＼Ω狉１）上至少有
一个不动点，即边值问题（２）至少存在一个正解．

（ｉｉ）取狉１＞０，犕＝１＋ｍａｘ０≤狋≤狉１
犳（狋），

λ０＝狉１犕∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１．
令
Ω狉１：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝１．

若当０＜λ＜λ０时狌∈Ω狉１∩犓，我们有
犃λ狌（狋）≤λ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＜
λ０犕∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝狉１．

所以‖犃λ狌‖＜‖狌‖，狌∈Ω狉１∩犓．如果犳０＝∞，
则存在狉２∈（０，狉１），使得当０≤狌≤狉２有犳（狌）≥η狌，
其中η＞０且
ληδσ犌（１２，

１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≥１．

记
Ω狉２：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝２．

若狌∈Ω狉２∩犓，则有
犃λ狌（１２）≥

　ληδ犌（１２，
１
２）∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）狌（狊）ｄ狊≥

　ληδσ犌（１２，
１
２）‖狌‖∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≥‖狌‖．

所以‖犃λ狌‖≥‖狌‖，狌∈Ω狉２∩犓．如果犳∞＝∞，
则存在^犎１＞０，使得当狌≥^犎１有犳（狌）≥η狌，其中η
＞０且
ληδσ犌（１２，

１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≥１．

令
狉３：＝ｍａｘ２狉１，^犎１｛ ｝σ，Ω狉３：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝３．

若狌∈Ω狉３∩犓，则
ｍｉｎ狋∈［θ，１－θ］狌（狋）≥σ‖狌‖≥^犎１，

从而
犃λ狌（１２）≥ληδ犌（

１
２，
１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）狌（狊）ｄ狊≥

　ληδσ‖狌‖犌（１２，
１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≥‖狌‖．

１５１１
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所以‖犃λ狌‖≥‖狌‖，狌∈Ω狉３∩犓．由引理２．１可
知，当犳０＝∞或犳∞＝∞时，存在λ０，使得当０＜λ＜
λ０时算子犃λ在犓∩（珡Ω狉１＼Ω狉２）或犓∩（珡Ω狉３＼Ω狉１）上
至少有一个不动点，即边值问题（２）至少存在一个
正解．证毕．

定理３．３的证明　
（ｉ）取常数狉３，狉４，满足０＜狉３＜狉４．记犿＝

ｍｉｎσ狉犻≤狋≤狉犻
犳（狋｛ ｝），犻＝３，４．取

λ０＝狉４δ犿犌（１２，
１
２）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１

．
此时记
Ω狉犻：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝犻，犻＝３，４．

若狌∈Ω狉犻∩犓，当λ＞λ０时，则
犃λ狌（１２）≥

　λδ犌（１２，
１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＞

　λ０犿δ犌（１２，
１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝狉４．

所以当λ＞λ０时
‖犃λ狌‖＞‖狌‖，狌∈Ω狉犻∩犓，犻＝３，４．

因为犳０＝０且犳∞＝０，则可取狉１∈（０，狉３２）和狉２∈
（２狉４，∞）．类似定理３．２（ｉ）的证明知

‖犃λ狌‖≤‖狌‖，狌∈Ω狉犻∩犓，犻＝１，２．
因此由引理２．１可知，当λ＞λ０时算子犃λ在狌１∈
犓∩（珡Ω狉３＼Ω狉１）和狌２∈犓∩（珡Ω狉２＼Ω狉４）上至少存在两
个不动点狌１，狌２，这时边值问题（２）的解满足

狉１≤‖狌１‖≤狉３＜狉４≤‖狌２‖≤狉２．
（ｉｉ）取常数狉３，狉４，满足０＜狉３＜狉４，记犕＝１＋

ｍａｘ０≤狋≤狉犻
犳（狋），犻＝３，４．取

λ０＝ 狉３
犕∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊

Ω狉犻：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝犻，犻＝３，４．
当０＜λ＜λ０，狌∈Ω狉犻∩犓，犻＝３，４时，我们有
犃λ狌（狋）≤λ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＜
　λ０犕∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝狉３．

所以
‖犃λ狌‖＜‖狌‖，狌∈Ω狉犻∩犓，犻＝３，４．

因为犳０＝∞且犳∞＝∞，取狉１∈（０，狉３２）和狉２∈（２狉４，
∞）．类似定理３．２（ｉｉ）的证明知‖犃λ狌‖≥‖狌‖，

狌∈Ω狉犻∩犓，犻＝１，２．故由引理２．１可知，当０＜λ
＜λ０时算子犃λ在狌１∈犓∩（Ω狉３＼珡Ω狉１）和狌２∈犓∩
（Ω狉２＼珡Ω狉４）上至少有两个不动点狌１，狌２，这时边值
问题（２）的解满足
狉１≤‖狌１‖≤狉３＜狉４≤‖狌２‖≤狉２．
定理３．４的证明
（ｉ）因为犳０＜∞且犳∞＜∞，所以存在正数μ，

使得
犳（狌）≤μ狌，狌∈［０，１］．

取λ０＝μ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１．反设狏（狋）是问题
（２）的正解．则当λ＜λ０时

‖狏‖＝‖犃λ狏‖＜
　λ０‖狏‖μ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狏‖．

矛盾！这表明当０＜λ＜λ０时，问题（２）无解．
（ｉｉ）因为犳０＞０且犳∞＞０，所以存在正数τ，使

得
犳（狌）≥τ狌，狌∈［０，１］．

取
λ０＝δστ犌（１２，

１
２）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１

．
反设狏（狋）是问题（２）的正解．则当λ＞λ０时

‖狏‖＝‖犃λ狏‖＞
　λ０δστ‖狏‖犌（１２，

１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狏‖．

矛盾！这表明当λ＞λ０时，问题（２）无解．
（ｉｉｉ）若０＜犳０＜∞，则对任意的＞０，存在狉１

＞０，使得当０≤狌≤狉１时有犳（狌）狌＜犳０＋．取

λ＝（犳０＋）∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１．
记
Ω狉１：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝１．

若当λ＜λ时狌∈犓∩Ωｒ１，则
犃λ狌（狋）≤λ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＜
　λ（犳０＋）‖狌‖∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狌‖．

所以当λ＜λ时，‖犃λ狌‖＜‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉１．
因０＜犳∞＜∞，对上述＞０，存在^犎２＞０，使得当狌
≥^犎２时有
犳（狌）
狌＞犳∞－．

取
λ＝（犳∞－）σδ犌（１２，

１
２）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１

．
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令
狉２：＝ｍａｘ２狉１，^犎２｛ ｝σ，
Ω狉２：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝２．

若当λ＞λ时狌∈犓∩Ωｒ２，则
犃λ狌（１２）＝

　λ∫１０犌（１２，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＞
　λσδ（犳∞－）犌（１２，

１
２）‖狌‖

　∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狌‖．
所以当λ＞λ时有‖犃λ狌‖＞‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉２．
从而由引理２．１可知，当λ＜λ＜λ时算子犃λ在
犓∩（珡Ω狉２＼Ω狉１）上至少有一个不动点，即边值问题
（２）至少存在一个正解．

类似定理３．４（ｉ），（ｉｉ）的证明，取
λ＝ １

μ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊，
λ＝ １

δστ犌（１２，
１
２）∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊．

则当λ＞λ或０＜λ＜λ时问题（２）没有正解．
定理３．５的证明　
（ｉ）因为犳０＝０，取狉１＞０．则当０≤狌≤狉１时有

犳（狌）≤ζ狌，其中ζ＞０．取
λ＝ζ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１．

令
Ω狉１：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝１．

若当λ＜λ时狌∈犓∩Ω狉１，则
犃λ狌（狋）≤λ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊≤
　λζ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）狌（狊）ｄ狊＜
　λζ‖狌‖∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狌‖．

所以‖犃λ狌‖＜‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉１．又犳∞＝∞，则
存在^犎３＞０，使得当狌＞^犎３时有犳（狌）≥κ狌，其中
κ＞０．取

λ＝κσδ犌（１２，
１
２）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１

．
令
狉２：＝ｍａｘ２狉１，^犎３｛ ｝σ，
Ω狉２：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝２．

若当λ＞λ时狌∈犓∩Ω狉２，则
犃λ狌（１２）＝λ∫１０犌（１２，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＞
　λδκσ犌（１２，

１
２）‖狌‖∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狌‖．

所以‖犃λ狌‖＞‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉２．从而由引理２．
１，当λ＜λ＜λ时算子犃λ在犓∩（珡Ω狉２＼Ω狉１）上至
少有一个不动点，即边值问题（２）至少有一个正解．

（ｉｉ）因为犳０＝∞，取狉１＞０，使得当０＜狌≤狉１
时有犳（狌）≥ι狌，ι＞０．取
λ＝δισ犌（１２，

１
２）∫

１－θ

θ
犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ（ ）狊－１

．
记
Ω狉１：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝１．

若当λ＞λ时狌∈犓∩Ω狉１，则
犃λ狌（１２）＝λ∫１０犌（１２，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊＞
　λδισ犌（１２，

１
２）‖狌‖∫１－θθ犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊＝‖狌‖．

所以‖犃λ狌‖＞‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉１．若犳∞＝０，则可
取^犎４＞０，使得当狌＞^犎４时有犳（狌）≤ζ狌，ζ＞０．取
λ＝ζ∫１０犌（狊，狊）犺～（狊）ｄ（ ）狊－１．

我们分两种情况考虑．
第一种情况，函数犳有界．则存在常数犖＞０，

使得犳（狌）≤犖，狌≥０．此时取
狉２：＝ｍａｘ２狉１，λ犖∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ｛ ｝狊．

对当λ＜λ时狌∈犓∩Ω狉２，有
犃λ狌（狋）＝λ∫１０犌（狋，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊≤
　λ犖∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊≤狉２．

于是‖犃λ狌‖≤‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉２．
第二种情况，犳无界．此时取狉２＞ｍａｘ２狉１，^犎｛ ｝４，

使得犳（狌）≤犳（狉２），０＜狌≤狉２．对狌∈犓∩Ω狉２，有
‖狌‖＝狉２，且０≤狌（狋）≤狉２，狋∈［０，１］．注意到狉２＞
犎^４，则有
犃λ狌（狋）＝λ∫１０犌（狋，狊）珘犺（狊）犳（狌（狊））ｄ狊≤
　λ∫１０犌（狋，狊）珘犺（狊）犳（狉２）ｄ狊＜
　λζ∫１０犌（狊，狊）珘犺（狊）ｄ狊·狉２＝狉２＝‖狌‖．

综上，无论函数犳是有界还是无界，都可以令
Ω狉２：＝狌∈犡｜‖狌‖＜狉｛ ｝２．

所以当λ＜λ时‖犃λ狌‖≤‖狌‖，狌∈犓∩Ω狉２．从
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而根据引理２．１，当λ＜λ＜λ时算子犃λ在犓∩
（珡Ω狉２＼Ω狉１）上至少有一个不动点狌，即边值问题（２）
至少存在一个正解．证毕．

４　例　子
例４．１　


考虑下列二阶微分方程边值问题

狌″（狋）＋１
槡狋１－槡狋狌′（狋）－

１
狋（１－狋）狌（狋）＋λ

１
狋（１－狋）狌

３＝０，狋∈（０，１），
狌（０）＝狌（１）＝
烅
烄

烆 ０
（９



）

这里
犪（狋）＝１

槡狋１－槡狋，

犫（狋）＝－犺（狋）＝－１
狋（１－狋），

犳（狌）＝狌３．
显然，问题满足条件（Ａ１）～（Ａ３）且犳０＝０，犳∞

＝∞成立．由定理３．５（ｉ），存在λ，λ，使得当λ
＜λ＜λ时，该边值问题至少存在一个正解．
例４．２　考虑下列二阶微分方程边值问题
狌″（狋）－狋狆－１（１－狋）狇－１狌（狋）＋
λ狋狆－１（１－狋）狇－１ｅ狌＝０，狋∈（０，１），
狌（０）＝狌（１）＝０
烅
烄

烆 ．
令
犪（狋）≡０，
犫（狋）＝－犺（狋）＝－狋狆－１（１－狋）狇－１，狆，狇∈（０，１），
犳（狌）＝ｅ狌．
显然，问题满足条件（Ａ１）～（Ａ３）且犳∞＝犳０＝

∞．根据定理３．３（ｉｉ），存在λ０＞０，使得当０＜λ＜λ０
时，该边值问题至少存在两个正解．
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